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BAB I 
KONSEP DASAR DIFFERENSIAL  

DAN INTEGRAL 
 

Kalkulus adalah cabang matematika yang melibatkan studi 

tentang tingkat perubahan. Sebelum kalkulus ditemukan, 

semua matematika bersifat statis: hanya dapat membantu 

menghitung objek yang diam sempurna Utari & Utami, 

(2020);Mkhatshwa, (2020). Tapi alam semesta terus 

bergerak dan berubah. Tidak ada objek dari bintang di ruang 

angkasa hingga partikel subatom atau sel di dalam tubuh 

yang selalu diam. Memang, hampir semua hal di alam 

semesta terus bergerak. Kalkulus membantu menentukan 

bagaimana partikel, bintang, dan materi benar-benar 

bergerak dan berubah secara real time. Kalkulus digunakan 

dalam banyak bidang yang biasanya tidak Anda pikirkan 

akan menggunakan konsepnya. Diantaranya adalah fisika, 

teknik, ekonomi, statistik, dan kedokteran. Kalkulus juga 

digunakan di area yang berbeda seperti perjalanan ruang 

angkasa, serta menentukan bagaimana obat berinteraksi 

dengan tubuh, dan bahkan bagaimana membangun struktur 

yang lebih aman. Anda akan mengerti mengapa kalkulus 

berguna di banyak bidang jika Anda tahu sedikit tentang 

sejarahnya serta apa yang dirancang untuk dilakukan dan 

diukur (Frank & Thompson, 2021). 

 

Adapun kalkulus dikembangkan pada abad ke-17 oleh dua 

matematikawan, yaitu; Gottfried Leibniz dan Isaac Newton. 
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Newton pertama kali mengembangkan kalkulus dan 

menerapkannya secara langsung pada pemahaman sistem 

fisika (Simmons, 2021). Secara mandiri, Leibniz 

mengembangkan notasi yang digunakan dalam kalkulus. 

Sederhananya, sementara matematika dasar menggunakan 

operasi seperti plus, minus, waktu, dan pembagian (+, -, x, 

dan ;), kalkulus menggunakan operasi yang menggunakan 

fungsi dan integral untuk menghitung laju perubahan.  Alat-

alat itu memungkinkan Newton, Leibniz, dan 

matematikawan lain yang mengikutinya untuk menghitung 

hal-hal seperti kemiringan kurva yang tepat di titik mana 

pun (Hyder & Soliman, 2021). Kisah Matematika 

menjelaskan pentingnya teorema dasar kalkulus Newton: 

 

"Tidak seperti geometri statis orang Yunani, kalkulus 

memungkinkan ahli matematika dan insinyur untuk 

memahami gerakan dan perubahan dinamis di dunia 

yang terus berubah di sekitar kita, seperti orbit 

planet, gerakan cairan, dll." 

 

Dengan menggunakan kalkulus, para ilmuwan, astronom, 

fisikawan, matematikawan, dan ahli kimia sekarang juga 

dapat memetakan orbit planet dan bintang, serta jalur 

elektron dan proton pada tingkat atom. Ada dua cabang 

kalkulus: kalkulus diferensial dan integral. Cabang ini 

berkaitan dengan studi tentang laju perubahan fungsi 

sehubungan dengan variabelnya, terutama melalui 

penggunaan turunan dan diferensial. Turunan adalah 

kemiringan garis pada grafik (ALAM, 2020).  
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Kalkulus integral, sebaliknya, berusaha menemukan 

kuantitas di mana laju perubahan diketahui. Cabang ini 

berfokus pada konsep seperti kemiringan garis singgung dan 

kecepatan. Sementara kalkulus diferensial berfokus pada 

kurva itu sendiri, kalkulus integral berkaitan dengan ruang 

atau area di bawah kurva. Kalkulus integral digunakan 

untuk menghitung ukuran atau nilai total, seperti panjang, 

luas, dan volume.  Kalkulus memainkan peran integral 

dalam pengembangan navigasi pada abad ke-17 dan ke-18 

karena memungkinkan pelaut menggunakan posisi bulan 

untuk menentukan waktu setempat secara akurat. Untuk 

memetakan posisi mereka di laut, navigator harus mampu 

mengukur waktu dan sudut dengan akurat. Sebelum 

pengembangan kalkulus, navigator dan kapten kapal tidak 

dapat melakukan keduanya.  Kalkulus  baik turunan maupun 

integral  membantu meningkatkan pemahaman konsep 

penting ini dalam hal kurva Bumi, jarak yang harus 

ditempuh kapal di sekitar kurva untuk mencapai lokasi 

tertentu, dan bahkan keselarasan Bumi, laut, dan kapal 

dalam kaitannya dengan bintang-bintang (Hyder, 2021). 

 

Kalkulus memiliki banyak aplikasi praktis dalam kehidupan 

nyata. Beberapa konsep yang menggunakan kalkulus antara 

lain gerak, listrik, panas, cahaya, harmonik, akustik, dan 

astronomi. Kalkulus digunakan dalam geografi, visi 

komputer (seperti untuk mengemudi mobil secara otonom), 

fotografi, kecerdasan buatan, robotika, video game, dan 

bahkan film. Kalkulus juga digunakan untuk menghitung 

tingkat peluruhan radioaktif dalam kimia, dan bahkan untuk 

memprediksi tingkat kelahiran dan kematian, serta dalam 
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studi gravitasi dan gerakan planet, aliran fluida, desain 

kapal, kurva geometris, dan teknik jembatan.  Dalam fisika, 

misalnya, kalkulus digunakan untuk membantu 

mendefinisikan, menjelaskan, dan menghitung gerak, listrik, 

panas, cahaya, harmonik, akustik, astronomi, dan dinamika. 

Teori relativitas Einstein bergantung pada kalkulus, bidang 

matematika yang juga membantu para ekonom memprediksi 

berapa banyak keuntungan yang dapat diperoleh perusahaan 

atau industri. Dan dalam pembuatan kapal, kalkulus telah 

digunakan selama bertahun-tahun untuk menentukan baik 

kurva lambung kapal (menggunakan kalkulus diferensial), 

serta area di bawah lambung (menggunakan kalkulus 

integral), dan bahkan dalam desain umum kapal. .  Selain 

itu, kalkulus digunakan untuk memeriksa jawaban untuk 

berbagai disiplin ilmu matematika seperti statistik, geometri 

analitik, dan aljabar (Tarasov, 2020). 

 

 

1.1 Differensial 

Kalkulus diferensial melibatkan pencarian turunan suatu 

fungsi dengan proses diferensiasi. Turunan suatu fungsi 

pada nilai tertentu akan memberikan laju perubahan fungsi 

yang mendekati nilai tersebut. Turunan digunakan untuk 

mengukur kemiringan garis singgung pada grafik suatu 

fungsi (Kidron, 2020).  

 



Persamaan Differensial Matematika Fisika | 5  

 
Gambar 1.1 Grafik fungsi differensial 

 

a. Istilah Terkait dalam Kalkulus Diferensial 

Adapun dalam Kalkulus diferensial merupakan ilmu yang 

mempelajari laju perubahan suatu besaran terikat terhadap 

perubahan suatu besaran bebas. Misalnya, kecepatan suatu 

benda yang bergerak dapat diartikan sebagai laju perubahan 

jarak terhadap waktu. Jika ( )y f x=  adalah fungsi yang 

terdiferensiasi maka, menurut kalkulus diferensial, 

notasinya diberikan sebagai '( ) /f x dy dx= . Adapun 

beberapa istilah penting yang terkait dengan kalkulus 

diferensial tercantum di bawah ini: 

• Fungsi 

Fungsi didefinisikan sebagai relasi biner di mana setiap 

input dipetakan ke tepat satu output. 4 3y x= +  adalah 

contoh fungsi. Di sini, x (input) adalah variabel independen, 

dan y (output) adalah variabel dependen. 
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• Variabel bebas 

Dalam suatu fungsi, variabel yang berperan sebagai input 

disebut dengan variabel bebas. Dalam model matematika, 

variabel yang dimanipulasi adalah variabel bebas. 

 

• Variabel tidak bebas 

Variabel dalam fungsi yang mewakili output dikenal sebagai 

variabel dependen. Nilai variabel ini berubah sehubungan 

dengan perubahan variabel dependen. Dengan kata lain, 

nilai suatu variabel terikat ditentukan oleh suatu variabel 

bebas. 

 

• Domain dan Range 

Dalam kalkulus diferensial, domain dapat didefinisikan 

sebagai daftar semua nilai input sedangkan range adalah 

semua nilai output yang diperoleh setelah menerapkan input 

ke suatu fungsi. Misal y = 2x + 3. Misalkan domainnya {0, 

1, 2} maka rangenya adalah sebagai berikut: 

y=2(0)+3=3

y=2(1)+3=5

y=2(2)+3=7

 

 Maka range yang didapatkan adalah; 3,5,7
 

 

• Limit 

Turunan dapat didefinisikan dengan konsep limit. Dalam 

kalkulus diferensial, batas menggambarkan nilai suatu 

fungsi saat mendekati nilai input tertentu. 
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• Derivatif 

Dalam kalkulus diferensial, turunan digunakan untuk 

mencari laju perubahan suatu fungsi. Jika garis singgung 

ditarik ke suatu titik yang terletak pada grafik suatu fungsi 

maka kemiringan garis singgung akan memberikan turunan 

fungsi pada titik di mana garis singgung menyentuh kurva. 

turunan dari suatu fungsi, ( )f x , direpresentasikan sebagai 

'( ),  / ,  /f x dy dx df dx .  

 

 

b. Contoh Dasar Kalkulus Diferensial 

Misalkan ada fungsi yang diberikan sebagai 2( ) 5f x x= . 

Kemiringan fungsi ini pada titik tertentu, katakanlah 5, 

dapat ditentukan dengan menggunakan kalkulus diferensial. 

Turunan dari fungsi ini adalah '( ) 10f x x= . Maka kita dapat 

mensubtitusikan nilai 5 dalam persamaan ini untuk 

mendapatkan '( ) 50f x = . Jadi, kemiringan garis singgung 

di x = 5 adalah 10.  

 

 

c. Rumus Kalkulus Diferensial 

Rumus yang berbeda untuk kalkulus diferensial digunakan 

untuk menemukan turunan dari berbagai jenis fungsi. 

Menurut definisi, turunan dari suatu fungsi dapat ditentukan 

sebagai berikut: 

 

( )
0

( )
'( ) lim

h

f x h f x
f x

h→

+ −
=  
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Adapun rumus kalkulus diferensial penting untuk berbagai 

fungsi diberikan di bawah ini: 

• Fungsi Dasar 

1) x xd
e e

dx
=  

2) ln ,  dimana a > 0, dan a  0x xd
a a a

dx
=   

3) 
1

ln ,  dimana untuk x > 0
d

x
dx x

=  

4) 
1

2

d
x

dx x
=  

 

• Fungsi Triginometri 

1) sin x = cos x 
d

dx
 

2) cos x = -sin x 
d

dx
 

3) ( )2tan x = sec  x, x 2 1 /2, n 1  
d

n
dx

 +   

4) 2cot x = - cosec x, x , n 1  
d

n
dx

   

5) ( )sec x = sec x tan x, x 2 1 /2, n 1  
d

n
dx

 +   

6) cosec x = -cosec x cot x, x , n 1  
d

n
dx
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• Fungsi Hyperbolik 

1) sinhx = coshx 
d

dx
 

2) coshx = sinhx 
d

dx
 

3) 2tan hx = sec h x 
d

dx
 

4) 2cot hx = -cosec h x 
d

dx
 

5) sec hx = -sech hx tan hx 
d

dx
 

6) cosec hx = -cosec hx cot hx 
d

dx
 

 

• Fungsi Invers Trigonometri  

1) 
1

2

1
sin  x = , -1 < x < 1  

1

d

dx x

−

−
 

2) 
1

2

1
cos  x = - , -1 < x < 1  

1

d

dx x

−

−
 

3) 
1

2

1
tan x = 

1

d

dx x

−

+
 

4) 
1

2

1
cot x = -

1

d

dx x

−

+
 

5) 
1

2

1
cosec x = - , 1

1

d
x

dx x x

− 
−

 

6) 
1

2

1
sec x = 

1

d

dx x x

−

−
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• Fungsi Invers hiperbolik Trigonometri  

1) 
1

2

1
sinh x = 

1

d

dx x

−

+
 

2) 
1

2

1
cosh x = -

1

d

dx x

−

−
 

3) 1

2

1
tanh x = 

1

d

dx x

−

−
 

4) 
( )

1

2

1
coth x = -

1

d

dx x x

−

−
 

5) 

( )
1

2

1
cosech x = -

1

d

dx x x

−

+
 

6) 

( )
1

2

1
sech x = -

1

d

dx x x

−

−
 

 

• Derivatif Orde Tinggi 

Turunan digunakan untuk menyatakan laju perubahan suatu 

fungsi. Untuk mencari laju perubahan turunan ini, 

digunakan turunan orde tinggi (Avez, 2020). Tabel yang 

diberikan di bawah ini mencantumkan turunan orde tinggi 

yang paling umum digunakan untuk suatu fungsi, 

( ) ,y f x=  dalam kalkulus diferensial: 
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Tabel 1.1 Turunan orde tinggi 

Urutan 

Turunan 

Turunan 

Orde 

Pertama 

Turunan 

Orde Kedua 

Turunan Orde 

ketiga 

Notasi ( )'y f x=  ( )''y f x=
 ( )'''y f x=

 
Interpretation ( ( ))dy d f x

dx dx
=

 

2 2

2 2

( ( ))d y d f x

dx dx
=

 

3 3

3 3

( ( ))d y d f x

dx dx
=

 
Contoh: sinx '( ) cosf x x=  ''( ) sinf x x= −  '''( ) cosf x x= −  

 

 

d. Persamaan Kalkulus Diferensial 

Persamaan kalkulus diferensial atau persamaan diferensial 

sederhana adalah persamaan yang menghubungkan fungsi 

dengan turunannya. Ada dua jenis utama persamaan 

diferensial, yaitu persamaan diferensial biasa dan persamaan 

diferensial parsial. Persamaan diferensial biasa adalah 

persamaan yang hanya memiliki satu variabel bebas dan 

persamaan tersebut mengandung satu atau lebih turunan 

terhadap variabel tersebut. Persamaan diferensial parsial 

terdiri dari satu atau lebih variabel bebas dan turunan 

parsialnya. 

 

Dalam kalkulus diferensial, ada tiga rumus umum untuk 

persamaan diferensial. Ini diberikan di bawah ini: 

- ( )
dy

f x
dx

=  

- ( , )
dy

f x y
dx

=  

- 1 2

1 2

y y
x x y

x x

 
+ =
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e. Aturan Kalkulus Diferensial 

Jika turunan dari fungsi sederhana tertentu diketahui maka 

aturan kalkulus diferensial dapat digunakan untuk mencari 

turunan dari fungsi yang rumit. Aturan kalkulus diferensial 

tercantum dalam tabel yang diberikan di bawah ini. 

 

Tabel 1.2 Aturan Kalkulus Diferensial 

Aturan Kalkulus 

Diferensial 
Fungsi Interpretasi 

Aturan konstan y c=
 

0
dy

dx
=

 

Aturan multi 

Konstan 

( )y cf x=
 '( )

dy
cf x

dx
=

 

Aturan pangkat ny x=
 

1ndy
nx

dx

−=
 

Generalisasi 

aturan pangkat 
 ( )

n
y f x=

 
 

1
( ) '( )

ndy
n f x f x

dx

−
=

 

Jumlah Dua 

Fungsi 

( ) ( )y f x g x= +
 '( ) '( )

dy
f x g x

dx
= +

 

Perbedaan Dua 

Fungsi 

( ) ( )y f x g x= −
 '( ) '( )

dy
f x g x

dx
= −

 

Aturan Produk ( ) ( )y f x g x=
 '( ) ( ) ( ) '( )

dy
f x g x f x g x

dx
= +

 

Aturan Hasil 

Bagi 

( )

( )

f x
y

g x
=

 
 

2

'( ) ( ) '( ) ( )

( )

dy f x g x g x f x

dx g x

−
=

 

Aturan Rantai 

untuk Fungsi 

Komposit 

 ( ) ;  ( ),  ( )y f g x y f u u g x= = =   ' ( ) '( )
dy dy du

f g x g x
dx du dx

= =
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f. Soal latihan kalkulus differensial 

1. Turunan fungsi pertama dari 24 12) ( )( 2( )f x x x x= − +  

adalah... 

2. Diketahui 2 4( 2)f x ax x= + +  dan 2( ) 2g x x ax= + − . 

Jika 
( )

( )
( )

f x
h x

g x
=  dengan (0) 1h = maka nilai a adalah...  

3. Diketahui 2 1( 4)f x ax x= − +  dan 2( ) 3 2g x x ax= + + , 

jika ( ) ( ) ( )h x f x g x= +  dan ( ) ( ) ( )k x f x g x= dengan 

(0) 3h = − , maka nilai 0( )k  adalah... 

4. Jika 
2

1 1
( ) 1f x

x x
= − +  maka 

1
'

2
f
 
 
 

=... 

5. Turunan pertama dari 
2 7

( )
x

f x
x x

−
=  adalah... 

6. Turunan pertama fungsi 

( )
3

2

2

3 5

y

x

=

+

 adalah y’... 

7. Diketahui 1(0)f =  dan (0) 2f  = , jika 

( )
( )

3

1

2 ( ) 1
g x

f x
=

−
 maka (0)g =  

8. Jika ( ) ,
bx a

f x
x b

−
=

+
memenuhi (1) 1f =  dan '(1) 2f =  

maka (2) ...f =  

9. Jika 
2

( )
1

ax b
f x

x

+
=

+
 dengan (0) '(0)f f=  dan '( 1) 1f − = , 

maka a+b... 
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10. Jika f dan g adalah fungsi yang dapat diturunkan di R 

sehingga 
( )

20

( ) ( ) ( ) 1
lim
h

f x h g x g x h x

k h k→

+ − + −
=  dan 

( )

( )20

( ) ( ) ( ) 1
lim

11h

g x f x f x h x

kk h→

− + −
=

+−
 untuk 0,k   maka... 

( )

( )( )

( )( )2 2

(1) '(0) 2 1

(2)( ) '( ) 2 1 1

(3)( ) '( 1) (1 2 )

(4)( ) '( ) 2 1 1

fg k

fg c k c

fg x k x

fg x k x

= −

= − −

+ = −

= − −
 

 

 

1.2 Integral 

Kalkulus integral membantu dalam menemukan anti-

turunan suatu fungsi. Anti-turunan ini juga disebut integral 

fungsi. Proses mencari anti turunan dari suatu fungsi disebut 

integrasi. Proses kebalikan dari mencari turunan adalah 

mencari integral. Integral suatu fungsi mewakili keluarga 

kurva (Vivas-Cortez et al., 2020). Menemukan turunan dan 

integral membentuk kalkulus dasar. Dalam topik ini, kita 

akan membahas dasar-dasar integral dan mengevaluasi 

integral. Integral adalah nilai-nilai fungsi yang ditemukan 

oleh proses integrasi. Proses mendapatkan f(x) dari f'(x) 

disebut integrasi. Integral menetapkan angka ke fungsi 

dengan cara yang menggambarkan masalah perpindahan dan 

gerak, masalah luas dan volume, dan sebagainya yang 

muncul dengan menggabungkan semua data kecil. 

Mengingat turunan f’ dari fungsi f, kita dapat menentukan 
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fungsi f. Di sini, fungsi f disebut antiturunan atau integral 

dari f’ (Magnus & Neudecker, 2019). 

 

F(x) disebut antiturunan atau integral Newton-Leibnitz atau 

primitif dari suatu fungsi f(x) pada interval I. F'(x) = f(x), 

untuk setiap nilai x dalam I.  Integral adalah representasi 

luas daerah di bawah kurva. Kami memperkirakan nilai 

sebenarnya dari integral dengan menggambar persegi 

panjang. Integral tertentu dari suatu fungsi dapat dinyatakan 

sebagai luas daerah yang dibatasi oleh grafiknya dari fungsi 

yang diberikan antara dua titik pada garis. Luas suatu daerah 

ditemukan dengan memecahnya menjadi persegi panjang 

vertikal tipis dan menerapkan batas bawah dan atas, luas 

daerah dijumlahkan. Kami menentukan integral dari suatu 

fungsi selama interval di mana integral didefinisikan 

(Radmehr & Drake, 2020). 

 

 
Gambar 1.2 Integral sebagai luas dibawah kurva 

 

Kami mendefinisikan integral sebagai fungsi dari area yang 

dibatasi oleh kurva ( ) ,  , y f x a x b=    sumbu x, dan 
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ordinat x = a dan x =b, di mana b>a. Misalkan x adalah titik 

tertentu di [a,b]. Kemudian mewakili fungsi area. Konsep 

fungsi area ini mengarah pada teorema dasar kalkulus 

integral. 

 

a. Teorema Dasar Pertama Kalkulus Integral  

( )  untuk semua x a,A x =   dimana fungsi kontinu pada 

[a,b]. Kemudian ( ) ( )'  A x f x=  untuk semua   ,x a bò . 

 

b. Teorema Dasar Kedua Kalkulus Integral 

Jika f adalah fungsi kontinu dari x yang didefinisikan pada 

interval tertutup [a,b] dan F menjadi fungsi lain sedemikian 

sehingga ( ) ( )/  d dxF x f x=  untuk semua x dalam domain 

f, maka = f(b) -f(a). Ini dikenal sebagai integral tertentu dari 

f pada rentang [a,b], a adalah batas bawah dan b batas atas. 

 

c. Jenis-Jenis Integral 

Kalkulus integral digunakan untuk menyelesaikan masalah 

jenis berikut. 

- masalah menemukan fungsi jika turunannya diberikan.   

- masalah menemukan area yang dibatasi oleh grafik 

fungsi dalam kondisi tertentu. Dengan demikian kalkulus 

Integral dibagi menjadi dua jenis: 

1. Integral Pasti (nilai integralnya pasti)  

2. Integral tak tentu (nilai integral tak tentu dengan 

konstanta sembarang, C) 
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d. Integral tak tentu 

Ini adalah integral yang tidak memiliki nilai limit yang 

sudah ada sebelumnya; sehingga membuat nilai akhir 

integral tak tentu. ( ) ( )' .g x dx g x c = +  Integral tak tentu 

termasuk dalam keluarga kurva paralel. 

 

e. Integral tentu 

Integral tertentu memiliki nilai batas yang sudah ada 

sebelumnya, sehingga membuat nilai akhir integral tertentu 

menjadi pasti. jika f(x) adalah fungsi kurva, maka 

 

 
Gambar 1.3 Integral tertentu 
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f. Sifat-sifat Kalkulus Integral 

Mari kita pelajari sifat-sifat integral tak tentu untuk 

mengerjakannya. 

- Turunan integral adalah integral itu sendiri. 

( ) ( )  f x dx f x C = +  

- Dua integral tak tentu dengan turunan yang sama 

menghasilkan keluarga kurva yang sama sehingga 

keduanya ekuivalen. ( ) ( ) 0f x dx g x dx−   =  

- Integral dari jumlah atau selisih suatu bilangan 

berhingga fungsi sama dengan jumlah atau selisih 

integral dari masing-masing fungsi. 

( ) ( ) ( ) ( )  f x dx g x dx f x dx g x dx   + =  +   

- Konstanta diambil di luar tanda integral. 

( ) ( ) ,  dimana k  .kf x dx k f x dx R =    

- Dua properti sebelumnya digabungkan untuk 

mendapatkan formulir: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )...    ...   [ ]kf x kf x kf x dx k f x dx k f x dx k f x dx + + =  +  +   

 

g. Rumus Integral 

Kita dapat mengingat rumus turunan dari beberapa fungsi 

penting. Berikut adalah integral yang sesuai dari fungsi-

fungsi ini yang diingat sebagai rumus standar integral. 

- 1    / 1 ,  dimana 1n nx dx x n C n+ = + +  −  

- dx x C = +  

-  cosxdx sinx C = +  

-  sinxdx cosx C = − +  
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- 2sec xdx tanx C = +  

- 2   cosec x dx cotx C = − +  

- 2sec xdx tanx C = +  

- secxtanxdx secx C = +  

- cscxcotxdx cscx C = − +  

- 1 

2

1
 

1
sin x C

x

− = +
−

 

- 1 

2

1
   

1
cos x C

x

− − = +
−

 

- 1

2

1
tan

1
x C

x

−= +
+

 

- 1 

2

1

1
cot x C

x

−−
 = +
+

 

- 

( )
1 

2 

1
 

1
sec x C

x x

− = +
−

 

- 1 

2 

1

1
cosec x C

x x

−−
 = +

−
 

- 
  x xe dx e C = +  

- /dx x ln x C = +  

-   
 

x
x a

a dx C
ln a

 = +  
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h. Metode untuk Menemukan Integral 

Ada beberapa metode yang digunakan untuk mencari 

integral tak tentu. Metode yang menonjol adalah: 

- Menemukan integral dengan integrasi dengan metode 

substitusi  

Beberapa integral ditemukan dengan metode substitusi. 

Jika u adalah fungsi dari x, maka ' / .u du dx=  

( ) ( ) ( ) ' ,  dimana .f u u dx f u du u g x =  =  

- Menemukan integral dengan integrasi dengan bagian  

Jika dua fungsi adalah bentuk produk, integral 

ditemukan dengan metode integrasi bagian. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )' . f x g x dx f x g x dx f x g x dx dx =  −    

- Menemukan integral dengan integrasi dengan pecahan 

parsial. 

Integrasi fungsi aljabar rasional yang pembilang dan 

penyebutnya mengandung pangkat integral positif dari x 

dengan koefisien konstan dilakukan dengan 

menyelesaikannya menjadi pecahan parsial. Untuk 

mencari f(x)/g(x) dx, dekomposisikan fungsi rasional tak 

wajar ini menjadi fungsi rasional wajar, lalu 

integrasikan.

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )/ / / ,  Dimana . f x g x dx p x q x r x s x g x a x s x =  +  =

 

 

i. Aplikasi Kalkulus Integral 

Menggunakan integrasi, kita dapat menemukan jarak yang 

diberikan kecepatan. Integral tentu membentuk alat yang 

ampuh untuk menemukan area di bawah kurva sederhana, 

area yang dibatasi oleh kurva dan garis, area di antara dua 
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kurva, volume padatan. Masalah perpindahan dan gerak 

juga menemukan aplikasi integralnya. Luas daerah yang 

dibatasi antara dua kurva y = f(x) dan y = g(x) dan garis x 

=a, x =b diberikan oleh 

- Area 

Mari kita cari luas yang dibatasi oleh kurva y = x dan y = x2 

yang berpotongan di (0,0) dan (1,1). Kurva yang diberikan 

adalah kurva garis dan parabola. Luas daerah yang dibatasi 

oleh kurva  

Area= 
2  3 

2 3

x x
−  

        = 1/ 2 1/ 3−  

        = 1/ 2 1/ 3−  

        = 1/6 unit persegi. 

✓ Catatan penting: (1) Nilai primitif dari fungsi yang 

ditemukan oleh proses integrasi disebut integral. (2) 

Integral adalah objek matematika yang dapat diartikan 

sebagai luas atau generalisasi dari luas.(3) Ketika fungsi 

polinomial terintegrasi, derajat integralnya bertambah 1. 

 

 

j. Soal latihan kalkulus Integral 

1. Tentukan hasil dari ( )
5

3 7x dx+ ... 

2. Tentukan dengan menggunakan metode substitusi 

aljabar ( )
3

2 10x dx − ... 

3. Tentukan hasil dari 3 6x dx + ... 

4. Tentukan hasil dari 3 3 6x dx + ... 

5. Tentukan hasil dari 3 3 6x dx + ... 



22 | Persamaan Differensial Matematika Fisika 

6. Tentukan hasil dari ( )
7

3 23 5x x dx + ... 

7. Tentukan hasil dari ( )
7

3 23 5x x dx + ... 

8. Tentukan hasil dari ( )3 5 412 7x x dx − ... 

9. Tentukan hasil dari 
2

3

6

4

x
dx

x −
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BAB II  
PERSAMAAN DIFFERENSIAL  

BIASA ORDE SATU 

 

Persamaan diferensial biasa, dalam matematika, persamaan 

yang menghubungkan fungsi f dari satu variabel dengan 

turunannya. (Kata sifat biasa di sini mengacu pada 

persamaan diferensial yang melibatkan satu variabel, yang 

dibedakan dari persamaan yang melibatkan beberapa 

variabel, yang disebut persamaan diferensial parsial) 

(Nascimento et al., 2020). 

 

Turunan, yang ditulis f′ atau df/dx, dari suatu fungsi f 

menyatakan laju perubahannya pada setiap titik yaitu, 

seberapa cepat nilai fungsi meningkat atau menurun ketika 

nilai variabel bertambah atau berkurang (Qin et al., 2020). 

Untuk fungsi f = ax + b (mewakili garis lurus), laju 

perubahan hanyalah kemiringannya, yang dinyatakan 

sebagai f′ = a. Untuk fungsi lain, laju perubahan bervariasi 

sepanjang kurva fungsi, dan cara yang tepat untuk 

mendefinisikan dan menghitungnya adalah subjek kalkulus 

diferensial. Secara umum, turunan dari suatu fungsi juga 

merupakan fungsi, dan oleh karena itu turunan dari turunan 

tersebut juga dapat dihitung, (f′)′ atau hanya f″ atau d2f/dx2, 

dan disebut turunan orde kedua dari turunan aslinya. fungsi. 

Derivatif orde tinggi dapat didefinisikan dengan cara yang 

sama. 
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Orde persamaan diferensial didefinisikan sebagai turunan 

orde tertinggi yang dikandungnya. Derajat persamaan 

diferensial didefinisikan sebagai pangkat yang menaikkan 

turunan orde tertinggi (Waseem et al., 2020). Persamaan 

 

( ) ( )
2 4

'' ''f f f x+ + =  

 

adalah contoh persamaan diferensial tingkat dua orde tiga. 

Persamaan derajat pertama disebut linier jika fungsi dan 

semua turunannya terjadi pada pangkat pertama dan jika 

koefisien setiap turunan dalam persamaan hanya melibatkan 

variabel bebas x (Atangana & İğret Araz, 2020). Beberapa 

persamaan, seperti f = x2, dapat diselesaikan hanya dengan 

mengingat fungsi mana yang memiliki turunan yang 

memenuhi persamaan, tetapi dalam banyak kasus 

penyelesaiannya tidak jelas dengan pemeriksaan, dan subjek 

persamaan diferensial sebagian terdiri dari 

mengklasifikasikan berbagai jenis persamaan yang dapat 

diselesaikan dengan berbagai teknik (Gerken et al., 2020). 

 

2.1 Integral Langsung 

 

32
7

2

d y dy
x

dx dx

 
+ = 
 

 

 

Persamaan diatas adalah contoh persamaan diferensial biasa 

(o.d.e.) karena hanya mengandung turunan biasa seperti 
dy

dx
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dan bukan turunan parsial seperti 
y

x




.  Variabel terikat 

adalah y sedangkan variabel bebas adalah x (persamaan 

diferensial biasa hanya memiliki satu variabel bebas 

sedangkan diferensial parsial persamaan memiliki lebih dari 

satu variabel bebas) (Nielsen, 2020). 

 

Contoh di atas adalah persamaan orde dua karena turunan 

orde tertinggi yang terlibat adalah dua (perhatikan adanya 
2

2

d y

dx
) 

 

a. Pengantar 

persamaan diferensial biasa hanya linier jika setiap suku 

hanya memiliki y dan turunannya saja muncul untuk yang 

berkuasa. Munculnya istilah yang melibatkan hasil kali y 

dan 
dy

dx
 juga akan membuat persamaan orde dua nonlinier. 

Dalam contoh di atas, istilah 

3
dy

dx

 
 
 

 membuat persamaan 

menjadi nonlinier. 

 

Solusi umum dari nth  urutan ke o.d.e. memiliki n konstanta 

arbitrer yang dapat mengambil nilai apa pun. Dalam 

masalah nilai awal, seseorang memecahkan nth  urutan ke 

o.d.e. mencari solusi umum dan kemudian menerapkan n 

kondisi batas ("nilai/kondisi awal") untuk menemukan 

solusi tertentu yang tidak memiliki konstanta sembarang. 
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b. Teori 

Persamaan diferdemsial biasa dalam bentuk:  

( )
dy

f x
dx

=  

Teknik ini, yang disebut Integrasi Langsung, juga dapat 

diterapkan ketika ruas kiri merupakan turunan orde tinggi. 

Dalam hal ini, seseorang mengintegrasikan persamaan 

beberapa kali sampai y ditemukan. 

 

c. Contoh soal 

- Tunjukkan bahwa 22 xy e=  adalah solusi khusus dari 

yang biasa persamaan diferensial: 
2

2
2 0

d y dy
y

dx dx
− − =  

 

-  

- Tunjukkan bahwa y = A sin x + B cos x, di mana A dan 

B adalah sembarang konstanta, adalah solusi umum dari 
2

2
0

d y
y

dx
+ =  

- Turunkan solusi umum dari 2 3
dy

x
dx

= +  

- Turunkan solusi umum dari 
2

2
sin

d y
x

dx
= −  

- Turunkan solusi umum dari 
2

2
,  dimana a adalah konstan

d y
a

dx
=  

- Turunkan solusi umum dari 
3

2

3
3

d y
x

dx
=  
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- Turunkan solusi umum dari 
3

2

3
3

d y
x

dx
=  

 

d. Standar Integral 

 

 
Gambar 2.1 Rumus Standar Integral 
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2.2 Separasi Variabel 

a. Teori 

Jika seseorang dapat menyusun kembali persamaan 

diferensial biasa ke dalam bentuk standar berikut: 

( ) ( )
dy

f x g y
dx

=
 

 

maka solusinya dapat ditemukan dengan teknik Pemisahan 

Dari Variabel 

( ) .
( )

dy
f x dx

g y
= 

 
 

Hasil ini diperoleh dengan membagi bentuk standar dengan 

g(y), dan kemudian integralkan kedua ruas terhadap x. 

 

b. Soal latihan 

- Temukan solusi umum dari 23 ydy
x e

dx

−=  dan solusi 

khusus yang memenuhi kondisi y(0) = 1 

- Carilah solusi umum dari  
dy y

dx x
=  

- Sekesaikan persamaan 
1

1

dy y

dx x

+
=

−
 diberikan kondisi 

batas: y = 1 di x = 0 

- Selesaikan persamaan 2 dy
y x

dx
=  dan temukan solusi 

khusus ketika y(0) = 1 
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- Carilah solusi 2x ydy
e

dx

+=  yang memiliki y = 0 ketika x = 

0 

- Temukan solusi umum dari 
1

xy dy

x dx
=

+
 

- Tentukan solusi umum dari xsin2 y. 
dy

dx
 ( )

2
1x= +  

- Selesaikan persamaan 2 tan
dy

x y
dx

= −  tunduk pada 

kondisi: , saat x=0
2

y


=  

- Selesaikan persamaan ( )21 0
dy

x xy
dx

+ + =  dan temukan 

solusi khusus ketika y(0) = 2 

- Selesaikan persamaan 2 1
dy

x y
dx

= +  dan temukan solusi 

khusus ketika y(1) = 1 

 

 

2.3 Separasi Variabel 

a. Definisi 

Persamaan diferensial tipe: 

( , ) ( , ) 0P x y dx Q x y dy+ =  

 

disebut persamaan diferensial eksak jika terdapat fungsi dari 

dua variabel u (x, y) dengan turunan parsial kontinu 

sehingga 

( , ) ( , ) ( , ) .du x y P x y dx Q x y dy= +  
 



30 | Persamaan Differensial Matematika Fisika 

Solusi umum dari persamaan eksak diberikan oleh 

( , ) ,u x y C=  
 

Dimana C adalah konstanta 

 

 

2.4 Differensial Keeksakan 

Biarkan fungsi ( , )P x y dan ( , )Q x y  turunan parsial kontinu 

dalam domain D. Persamaan diferensial 

( , ) ( , ) 0P x y dx Q x y dy+ =  adalah persamaan eksak jika dan 

hanya jika: 

Q P

x y

 
=

 
    (Constanda, 2020) 

 

a. Algoritma untuk Menyelesaikan Persamaan 

Diferensial Eksak 

- Pertama-tama perlu dipastikan bahwa persamaan 

diferensialnya eksak menggunakan uji ketepatan: 

Q P

x y

 
=

 
 

- Kemudian kami menulis sistem dua persamaan 

diferensial yang mendefinisikan fungsi ( , ) :u x y  

( , )

( , )

u
P x y

x

u
Q x y

y


=




 =
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- Integrasikan persamaan pertama di atas variabel x Alih-

alih konstanta C, kami menulis fungsi yang tidak 

diketahui dari y: 

( , ) ( , ) ( ).u x y P x y dx y= +  

- Diferensiasi sehubungan dengan y, kami mengganti 

fungsi u(x,y) ke dalam persamaan kedua: 

- ( , ) ( ) ( , )
u

P x y dx y Q x y
y y


 

 = + =
     

Dari sini kita mendapatkan ekspresi untuk turunan dari 

fungsi yang tidak diketahui ( ) :y  

( )'( ) : ( , ) ( , )y Q x y P x y dx
y




−
   

- Dengan mengintegrasikan ekspresi terakhir, kami 

menemukan fungsi ( )y  dan, karenanya, fungsi ( , ) :u x y   

( , ) ( , ) ( )u x y P x y dx y= +  

- Solusi umum persamaan diferensial eksak diberikan 

oleh: 

( , )u x y C=  
 

b. Soal latihan  

- Selesaikan persamaan ( )2 22 3 0xydx x y dy+ + =  

- Tentukan penyelesaian persamaan diferensial 

( ) ( )2 26 3 3 2 0.x y dx y x dy− + + − − =  
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2.5 Metode Faktor Integral 

Pertimbangkan persamaan diferensial biasa (o.d.e.) yang 

ingin kita memecahkan untuk mengetahui bagaimana 

variabel y tergantung pada variabel x. Jika persamaan 

tersebut orde pertama maka turunan tertinggi yang terlibat 

adalah turunan pertama. 

 

Jika juga merupakan persamaan linier maka ini berarti 

bahwa setiap suku dapat melibatkan y sebagai turunannya 

dy

dx
 atau melalui satu faktor y (Arof et al., 2020). Orde 

pertama linier seperti itu o.d.e. dapat diatur kembali untuk 

memberikan bentuk standar berikut: 

( ) ( )
dy

P x y Q x
dx

+ =
 

 

Dimana ( )P x  dan ( )Q x  adalah fungsi dari x, dan dalam 

beberapa kasus mungkin konstanta. 

 

Orde pertama linier o.d.e. dapat diselesaikan dengan 

menggunakan faktor integrasi metode. Setelah menulis 

persamaan dalam bentuk standar, P(x) dapat diidentifikasi. 

Satu kemudian mengalikan persamaan dengan "faktor 

integrasi" berikut: 

( )P x dx

IF e=  

 

Faktor ini didefinisikan sehingga persamaan menjadi setara 

dengan: 
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( )  Q(x)
d

IF y IF
dx

=  

 

Akhirnya, pembagian dengan faktor integrasi (IF) 

memberikan y secara eksplisit dalam suku x, yaitu 

memberikan solusi untuk persamaan. 

 

a. Latihan soal 

- Tentukan solusi dari ;  y(0)=2
dy

y x
dx

+ =  

- Tentukan solusi dari ;  y(0)=1xdy
y e

dx

−+ =  

- Tentukan solusi dari 22 10 ;  y(1)=3
dy

x y x
dx

+ =  

- Tentukan solusi dari 2;  (1) 3
dy

x y x y
dx

− = =  

- Tentukan solusi dari 42 sin
dy

x y x x
dx

− =  

 

b. Notasi alternatif  

Persamaan diferensial orde pertama linier: 

( ) ( )
dy

P x y Q x
dx

+ =
 

 

memiliki faktor integrasi 
( )P x dx

IF e=  

 

Metode faktor integrasi kadang-kadang dijelaskan dalam 

istilah bentuk persamaan diferensial yang lebih sederhana. 
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Misalnya, ketika konstan koefisien a dan b yang terlibat, 

persamaan dapat ditulis sebagai: 

( )
dy

a by Q x
dx

+ =
 

 

Dalam bentuk standar kami ini adalah: 

( )dy b Q x
y

dx a a
+ =

 
 

dengan faktor integral dari: 
b bx

dx
a aIF e e


= =  
 

 

2.6 Persamaan Differensial Linear 

Persamaan diferensial linier adalah persamaan yang 

memiliki variabel, turunan dari variabel tersebut, dan 

beberapa fungsi lainnya Arof et al., (2020);Xin et al., 

(2020). Bentuk standar persamaan diferensial linier adalah 

dy/dx + Py = Q, dan mengandung variabel y, dan 

turunannya. P dan Q dalam persamaan diferensial ini adalah 

konstanta numerik atau fungsi dari x. Persamaan diferensial 

linier merupakan bentuk penting dari persamaan diferensial 

dan dapat diselesaikan dengan menggunakan rumus. Mari 

kita pelajari rumus dan turunannya, untuk mencari solusi 

umum persamaan diferensial linier. 

 

Persamaan diferensial linier berbentuk dy/dx + Py = Q, di 

mana P dan Q adalah konstanta numerik atau fungsi dalam 

x. Terdiri dari y dan turunan dari y. Diferensial tersebut 
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merupakan diferensiasi orde satu dan disebut persamaan 

diferensial linier orde pertama. Persamaan diferensial linier 

ini dalam y. Demikian pula, kita dapat menulis persamaan 

diferensial linier dalam x juga. Persamaan diferensial linier 

dalam x adalah 1 1/dx dy Px Q+ = . 

 

 
Gambar 2.2 Persamaan differensial linear pada y (Atas),  

dan pada x (Bawah) 

 

Beberapa contoh persamaan diferensial linier dalam y 

adalah / cos ,  dy dx y x+ =  2dy/dx+(-2y)/x=x . xe−  , Dan 

contoh persamaan diferensial linier dalam x adalah 

sin ,
dx

x y
dy

+ =  
1

+ =ey. + =
ylogy

dx x dx x

dy y dy y  
 

 

a. Derivasi untuk Solusi Persamaan Diferensial 

Linier 

Derivasi untuk solusi umum persamaan diferensial linier 

dapat dipahami melalui urutan langkah-langkah di bawah 

ini. Persamaan diferensial orde pertama berbentuk. 

dy
Px Q

dx
+ =  

 



36 | Persamaan Differensial Matematika Fisika 

Di sini kita kalikan kedua ruas persamaan dengan fungsi x, 

misalkan g(x)  (Parasidis et al., 2020). Selanjutnya, fungsi 

ini dipilih sedemikian rupa sehingga ruas kanan persamaan 

adalah turunan dari y.g(x). d/dx(y.g(x)) = y.g(x). 

( ). . ( ). . ( )
dy

g x P g x y Q g x
dx

+ =  

 

Pilih g(x) sedemikian rupa sehingga RHS menjadi turunan 

dari y.g(x). 

 ( )( ). . ( ) .
dy d

g x P g x y y g x
dx dx

+ =  

 

Ruas kanan dari ekspresi di atas diturunkan menggunakan 

rumus turunan untuk produk fungsi. 

( ). . ( ). ( ) . '( )
dy dy

g x P g x y g x y g x
dx dx

+ = +  

. ( ) '( )p g x g x=  

'( )

( )

g x
P

g x
=  

 

Mengintegrasikan kedua sisi terhadap x, kita dapatkan 

'( )
.

( )

g x
P dx dx

g x
=   

. log( ( ))P dx g x=  

.

( )
P dx

g x e=  
 

Fungsi ini 
.

( )
P dx

g x e=  disebut Faktor Integrasi  dari 

persamaan diferensial linier yang diberikan. Mensubstitusi 
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nilai g(x) dalam persamaan persamaan diferensial linier, 

diperoleh ekspresi berikut. 

. . .

.
P dx P dx P dxdy

e Pe y Q e
dx

  + =  

. .

.
P dx P dxd

y e Qe
dx

  = 
 

 

 

Dengan Mengintegrasikan kedua sisi, terhadap x, diperoleh 

ekspresi berikut 

. .

. . .
P dx P dx

y e Q e dx
  =  
   

. .

. . .
P dx P dx

y e Q e dx c
−   = + 

 
 

 

Ekspresi di atas adalah solusi umum dari persamaan 

diferensial linier. 

 

b. Rumus untuk Solusi Umum Persamaan 

Diferensial Linier 

Berikut ini adalah dua rumus penting untuk mencari solusi 

umum persamaan diferensial linier.  

- Solusi umum persamaan diferensial 
dy

Py Q
x
+ = , adalah 

sebagai berikut; ( ) ( )( ). . .y IF Q IF dx C= + , Di sini kita 

memiliki Faktor Integrasi ( )
.P dx

IF e=  
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- Juga solusi umum dari persamaan diferensial 

dx
Px Q

y
+ =  adalah mengikuti 

( ) ( )( )x IF Q IF dy C= +  Di sini kita memiliki Faktor 

Integrasi ( )
Pdy

IF e=  

 

c. Latihan soal  

- Tentukan solusi umum persamaan diferensial 

( )22 0xdy y x dx− + = .. 

- Tentukan turunan dari dy/dx + Secx.y = Tanx 

 

 

2.7 Persamaan differensial Homogen dan 

non-Homogen 

Persamaan diferensial berbentuk f(x,y)dy = g(x,y)dx 

dikatakan persamaan diferensial homogen jika derajat f(x,y) 

dan g(x, y) sama. Fungsi bentuk F(x,y) yang dapat ditulis 

dalam bentuk kn F(x,y) dikatakan sebagai fungsi homogen 

berderajat n, untuk k≠0. Oleh karena itu, f dan g adalah 

fungsi homogen dengan derajat yang sama dari x dan y. Di 

sini, perubahan variabel y = ux mengarah ke persamaan 

bentuk; 

( )
dx

h u du
x
=

 
 

yang dapat dengan mudah diintegrasikan.  
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Sebaliknya, persamaan diferensial dikatakan homogen jika 

persamaan tersebut merupakan fungsi serupa dari fungsi 

anonim dan turunannya. Untuk persamaan diferensial linier, 

tidak ada istilah konstan. Solusi dari setiap persamaan 

diferensial biasa linier dengan derajat atau orde apa pun 

dapat dihitung dengan integrasi dari solusi persamaan 

homogen yang dicapai dengan menghilangkan suku 

konstan.  Perhatikan fungsi-fungsi berikut dalam x dan y, 

( )

( )

( ) ( )

( )

1

2 2

2

3

4

, 2 8

, 8 9

,   /

,       

F x y x y

F x y x xy y

F x y sin x y

F x y sin x cos y

= −

= + +

=

= +

 

 

Jika kita mengganti x dan y masing-masing dengan vx dan 

vy, untuk nilai v yang bukan nol, kita dapatkan 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1

2 2  2 2  2 2 2 2

2 2

0 0

3 3

4 4

, 2 8 2 8 ,

,    8   9  8 9   ,

, / / ,

, ,n

F vx vy vx vy v x y vF x y

F vx vy v x vx vy v y v x xy y v F x y

F vx vy sin vx vy v sin vx vy v F x y

F vx vy sin vx cos vy v F x y

= − = − =

= + + = + + =

= = =

= + 

 

 

Oleh karena itu, fungsi 1 2 3,  ,  F F F  dapat ditulis dalam 

bentuk ( ), ,nv F x y  sedangkan F4 tidak dapat ditulis. Jadi 

tiga yang pertama adalah fungsi homogen dan fungsi 

terakhir tidak homogen. 
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a. Persamaan Diferensial Nonhomogen 

Persamaan diferensial linier tak homogen orde kedua 

diwakili oleh;  

'' ( ) ' ( ) ( )y p t y q t y g t+ + =  
 

di mana g(t) adalah fungsi bukan nol.  Persamaan homogen 

terkait adalah; 

( ) ( )” ’   0y p t y q t y+ + =  

 

yang juga dikenal sebagai persamaan komplementer.  Ini 

semua tentang solusi persamaan diferensial homogen. 

 

b. Langkah-Langkah Menyelesaikan 

Persamaan Diferensial Homogen 

Anda pasti sudah belajar menyelesaikan persamaan 

diferensial pada bagian sebelumnya. Untuk menyelesaikan 

persamaan diferensial homogen langkah-langkah berikut 

diikuti: -  Diberikan persamaan diferensial jenis: 

( , ) ( )
dy y

F x y g
dx z

= =
 

 

- Langkah 1: Substitusikan y = vx ke dalam persamaan 

diferensial yang diberikan. 

- Langkah 2: Membedakan, kita dapatkan, 

dy dv
v x

dx dx
= +

 

 

Sekarang substitusikan nilai dan y ke dalam persamaan 

diferensial yang diberikan, kita dapatkan 
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( )

( )

dv
v x g v

dx

dv
x g v v

dx

+ =

= −

 

 

- Langkah 3: Memisahkan variabel, kita dapatkan 

( )

dv dx

g v v x
=

−  
 

- Langkah 4: Mengintegrasikan kedua sisi persamaan, kita 

memiliki 

( )

dv dx
dv C

g v v x
= +

− 
 

 

- Langkah 5: Setelah integrasi kita ganti v=y/x 

 

 

c. Soal latihan 

- Tentukan persamaan kurva yang melalui titik 2,
3

 
 
 

 

ketika garis singgung di sembarang titik membentuk 

sudut 
1 2tan sin

y y

x x

−  
− 

 
. 

- Temukan persamaan kurva yang melalui titik (1,-2) 

ketika garis singgung di setiap titik diberikan oleh 

( )
( )

3

3

y x y

x y x

+

−
. 
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2.8 Persamaan differensial bernoulli 

Persamaan diferensial Bernoulli dapat ditulis sebagai bentuk 

standar: 

( ) ( ) ndy
P x y Q x y

dx
+ =  

di mana n 1 (persamaannya tidak linier). 

 

Untuk menemukan solusinya, ubah variabel dependen dari y 

ke z, di mana z = y1−n. Ini memberikan persamaan 

diferensial dalam x dan z yaitu linear, dan dapat diselesaikan 

dengan menggunakan metode faktor integrasi. 

 

- Catatan: 

Membagi bentuk standar di atas dengan yn memberikan: 

11
( ) ( )

1
( ) ( )

1

n

n

dy
P x y Q x

y dx

dz
P x z Q x

n dx

−+ =

+ =
−

 

*Dimana kita menggunakan ( )1 ndz dy
n y

dx dx

−= −
 

 

 

a. Soal latihan 

Bentuk umum persamaan Bernoulli adalah 

( ) ( ) ,ndy
P x y Q x y

dx
+ =  

 

di mana P dan Q adalah fungsi dari x, dan n adalah 

konstanta. Menunjukkan bahwa transformasi ke variabel 
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dependen baru z = y1−n berkurang persamaan menjadi satu 

yang linier di z (dan karenanya dapat dipecahkan 

menggunakan metode faktor integrasi).  

- Tentukan solusi umum dari 21dy
y xy

dx x
− =  

- Tentukan solusi umum dari 2dy y
y

dx x
− =  

- Tentukan solusi umum dari  41

3

xdy
y e y

dx
+ =  

- Tentukan solusi umum dari  3dy
x y xy

dx
+ =  

- Tentukan solusi umum dari  
( )

2

3
4 5

2 tan .
cos  x

xdy
x y y

dx

+
+ =  
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BAB III 
PERSAMAAN DIFFERENSIAL  

BIASA ORDE DUA 

 

Dalam Bagian ini kita mulai belajar bagaimana 

menyelesaikan persamaan diferensial orde kedua dari jenis 

tertentu: yang linier dan memiliki koefisien konstan 

(Parasidis et al., 2020). Persamaan tersebut digunakan 

secara luas dalam pemodelan fenomena fisis, misalnya 

dalam analisis sistem getar dan analisis kelistrikan sirkuit. 

Solusi dari persamaan ini dicapai secara bertahap. Tahap 

pertama adalah menemukan apa yang disebut 'fungsi 

pelengkap'. Tahap kedua adalah menemukan 'integral 

tertentu' (Parasidis et al., 2020). Akhirnya komplementer 

fungsi dan integral tertentu digabungkan untuk membentuk 

solusi umum. 

 

 

3.1 Koefisien konstan persamaan differensial 

linier orde kedua 

Kami sekarang melanjutkan untuk mempelajari persamaan 

linier orde kedua yang memiliki koefisien konstan. Itu 

bentuk umum persamaan tersebut adalah: 
2

2
( )

d y dy
a b cy f x

dx dx
+ + =

 
dimana a, b, c adalah konstanta. Bentuk homogen dari 

persamaan diatas adalah kasus ketika f(x) 0: 



46 | Persamaan Differensial Matematika Fisika 

2

2
0

d y dy
a b cy

dx dx
+ + =  

Solusi umum dari persamaan adalah disebut fungsi 

komplementer dan akan selalu mengandung dua konstanta 

arbitrer. 

 

 

3.2 Menemukan fungsi komplementer 

Untuk menemukan fungsi komplementer kita harus 

menggunakan properti berikut. Jika ( ) ( )1 2,  dan y x y x  

adalah dua solusi (bebas linier) dari suatu linear, homogen 

orde kedua persamaan diferensial maka solusi umum ycf(x), 

adalah ( ) 1 2( ) ( )cf Ay xy By xx = + , dimana A dan B adalah 

konstan (Parasidis et al., 2020).  

 

Kita melihat bahwa persamaan diferensial biasa linier orde 

kedua memiliki dua konstanta arbitrer dalam solusi umum. 

Fungsi y1(x) dan y2(x) bebas linier jika salah satu bukan 

kelipatan dari yang lain. 

 

 

3.3 Integral tertentu 

Diberikan ODE orde kedua: 
2

2
( ),

d y dy
a b cy F x

dx dx
+ + =  

integral tertentu adalah fungsi apa pun, yp(x), yang 

memenuhi persamaan. Artinya, fungsi apa pun yang bila 
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disubstitusikan ke ruas kiri, menghasilkan ekspresi pada 

ruas kanan. 

 

 

3.4 Menemukan solusi umum dari linear 

orde kedua ODE tidak homogen 

Solusi umum persamaan linear tak homogen orde kedua 

adalah jumlah dari persamaan partikularnya integral dan 

fungsi komplementer. Anda mempelajari cara menemukan  

fungsi komplementer, dan juga telah Anda mempelajari cara 

mencari integral tertentu. Kami sekarang menempatkan ini 

bersama-sama untuk menemukan solusi umum. 

 

 

3.5 Sirkuit LC dengan input sinusoidal 

Persamaan diferensial yang mengatur aliran arus dalam 

rangkaian LC seri ketika dikenai tegangan yang diterapkan 

0( ) sin tv t V = adalah: 

2

02
cos

d i I
L i V t

dt C
 + =  

(Parasidis et al., 2020) 

Gambar 3.1 Sirkuit LC 
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Persamaan homogennya adalah 

 
2

2
0

cf cfd i i
L

dt C
+ =  

 

Dengan memperhatikan bahwa 
kt

cfi e=  kami menemukan 

persamaan bantu adalah 2 1
0Lk

c
+ = , sehingga karena itu 

i
k

LC
=  . Karena itu, fungsi komplementernya adalah: 

cos sin ,  Dimana A dan B cf

t t
i A B

LC LC
= +

 

adalah 

konstanta arbitrer. Untuk menemukan integral tertentu coba 

cos sin ,  dimana E, dan F adalah kontantapi E t F t = + , 

sehingga kirta akan mendapatkan: 

sin cos
pdi

E t F t
dt

   = − + , 
2

2 2

2
cos sin

pd i
E t F t

dt
   = − − . 

Substitusi ke persamaan tak homogen menghasilkan: 

( ) ( )2 2

0

1
cos sin cos sin cosL E t F t E t F t V t

C
       − − + + =  

 

Dimana 0

2

CV
0,  dan E= .

1
F

LC




=

−
 Oleh karena itu integral 

tertentu adalah: 

 

0

2
cos .

1
p

CV
i t

LC





=

−  
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Akhirnya, solusi umumnya adalah: 

 

0

2
cos sin cos

1
cf p

CVt t
i i i A B t

LCLC LC





= + = + +

−  

 

 

3.6 Suku tidak homogen dalam fungsi 

komplementer 

Kadang-kadang Anda akan menemukan persamaan 

diferensial 
2

2
( )

d y dy
a b cy f x

dx dx
+ + =  untuk itu suku tak 

homogen, f(x), merupakan bagian dari fungsi 

komplementer. Salah satu contohnya adalah persamaan 

(Parasidis et al., 2020) 

 
2

3

2
6 xd y dy

y e
dx dx

− − =  

 

Anda harus memverifikasi sendiri bahwa mencoba integral 

tertentu dari bentuk 
3( ) x

py x e=  tidak akan berfungsi 

dalam kasus seperti ini. Dapatkah Anda melihat mengapa? 

Sebagai gantinya, cobalah integral tertentu dari bentuk 
3( ) x

py x xe= , verifikasi bahwa; 

 

( ) ( )
2

3 3

2

d
3 1 ,  dan 9 6

p px x
dy y

e x e x
dx dx

 = + = +
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Substitusikan ekspresi ini ke dalam persamaan diferensial 

untuk menemukan 
1

5
 =  . Akhirnya, integral tertentu 

adalah ( ) 31

5

x

py x xe=  dan solusi umum untuk persamaan 

diferensial 

3 2 31

5

x x xy Ae Be xe−= + +  

 

Ini menunjukkan metode yang umumnya efektif - di mana 

istilah tidak homogen f(x) muncul dalam fungsi 

komplementer yang digunakan sebagai integral percobaan 

tertentu x kali apa yang seharusnya digunakan. 
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BAB IV 
PERSAMAAN DIFFERENSIAL 

SEBAGIAN/PARSIAL 

 

Persamaan diferensial parsial (atau singkatnya PDE) adalah 

persamaan matematika yang melibatkan dua atau lebih 

variabel independen, fungsi yang tidak diketahui 

(tergantung pada variabel tersebut), dan turunan parsial dari 

fungsi yang tidak diketahui sehubungan dengan variabel 

independen. Orde persamaan diferensial parsial adalah orde 

turunan tertinggi yang terlibat. Solusi (atau solusi tertentu) 

untuk persamaan diferensial parsial adalah fungsi yang 

menyelesaikan persamaan atau, dengan kata lain, 

mengubahnya menjadi identitas ketika disubstitusikan ke 

dalam persamaan (Li et al., 2020).  

 

Suatu solusi disebut umum jika berisi semua solusi khusus 

dari persamaan yang bersangkutan. Istilah solusi eksak 

sering digunakan untuk PDE nonlinier orde kedua dan lebih 

tinggi untuk menunjukkan solusi tertentu (lihat juga 

Pernyataan pendahuluan pada Persamaan Diferensial Parsial 

Orde Kedua). Persamaan diferensial parsial digunakan 

untuk merumuskan secara matematis, dan dengan demikian 

membantu penyelesaian, masalah fisik dan masalah lain 

yang melibatkan fungsi beberapa variabel, seperti 

perambatan panas atau suara, aliran fluida, elastisitas, 

elektrostatika, elektrodinamika, dll (Folland, 2020). 
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Persamaan Diferensial Parsial yang biasa dilambangkan 

dengan PDE adalah persamaan diferensial yang 

mengandung turunan parsial dari variabel terikat (satu atau 

lebih) dengan lebih dari satu variabel bebas. PDE untuk 

fungsi u(x1,……xn) adalah persamaan berbentuk 
 

2 2

1

1 1 1 1

,..., ;  , ,..., ; , ... ;... 0n

n n

u u u u
F X X u

x x x x x x

    
= 

      

 

 

PDE dikatakan linier jika f adalah fungsi linier dari u dan 

turunannya. PDE sederhana diberikan oleh;  
 

( ), 0
u

x y
x


=


 

 

Hubungan di atas menyiratkan bahwa fungsi u(x,y) tidak 

bergantung pada x yang merupakan bentuk tereduksi dari 

rumus persamaan diferensial parsial di atas. Orde PDE 

adalah orde suku turunan tertinggi dari persamaan (Wang & 

Yamamoto, 2020).  

 

4.1 Mewakili Persamaan Diferensial 

Parsial 

Di PDE, kami mendeklarasikan turunan parsial 

menggunakan subskrip, seperti; 

2

2

2

x

xx

xy

u
u

x

u
u

x

u u
u

y x y x


=



=


   
= =  
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Dalam beberapa kasus, seperti dalam Fisika ketika kita 

belajar tentang persamaan gelombang atau persamaan suara, 

turunan parsial   ,  juga diwakili oleh ∇ (del atau nabla). 

 

 

4.2 Klasifikasi Persamaan Diferensial 

Parsial 

Setiap jenis PDE memiliki fungsionalitas tertentu yang 

membantu menentukan apakah pendekatan elemen hingga 

tertentu sesuai dengan masalah yang dijelaskan oleh PDE. 

Solusinya tergantung pada persamaan dan beberapa variabel 

mengandung turunan parsial sehubungan dengan variabel 

(Beck et al., 2020). Ada tiga jenis PDE orde kedua dalam 

mekanika, yaitu; 

- PDE berbentuk elips  

- PDE Parabola  

- PDE hiperbolik 

 

Perhatikan contoh, ( )0,  , .xx yy yyau bu cu u u x y+ + = =  

Untuk suatu titik tertentu (x,y), persamaan dikatakan 

Elliptik jika 2 0b ac−   yang digunakan untuk 

menggambarkan persamaan elastisitas tanpa suku inersia. 

PDE hiperbolik menggambarkan fenomena perambatan 

gelombang jika memenuhi kondisi 2 0b ac−  (Flavin & 

Rionero, 2020). Untuk PDE parabola, harus memenuhi 

kondisi 2 0b ac− = . Persamaan konduksi panas adalah 

contoh dari PDE parabola. 
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4.3 Jenis Persamaan Diferensial Parsial 

Macam-macam persamaan diferensial parsial adalah: 

- Persamaan Diferensial Parsial Orde Pertama  

Dalam Matematika, ketika kita berbicara tentang 

persamaan diferensial parsial orde pertama, maka 

persamaan tersebut hanya memiliki turunan pertama dari 

fungsi yang tidak diketahui yang memiliki variabel 'm'. 

Dinyatakan dalam bentuk; 

( ), , ,  , , .,  =
1 m x1 xm

F x x u u u 0
 

 

- Persamaan Diferensial Parsial Linier  

Jika variabel dependen dan semua turunan parsialnya 

muncul secara linier di sembarang PDE, maka 

persamaan tersebut disebut PDE linier atau PDE 

nonlinier.  

- Jika Persamaan Diferensial Parsial Linier Kuasi  

semua suku pada PDE mengandung variabel terikat atau 

turunan parsialnya, maka PDE tersebut disebut 

persamaan diferensial parsial nonhomogen atau 

homogen sebaliknya.  

- Persamaan Diferensial Parsial Homogen 

Beberapa contoh yang mengikuti PDE orde kedua 

diberikan sebagai: 
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4.4 Persamaan laplace 

a. Pengantar 

Definisi Transformasi Laplace yang akan kita gunakan 

disebut Transformasi Laplace "satu sisi" (atau unilateral) 

dan diberikan oleh: 

0

( ) ( ) stF s f t e dt
−



−=     

(Duarte Ortigueira & Tenreiro Machado, 2020) 

 

Transformasi Laplace tampaknya, pada awalnya, menjadi 

konsep yang cukup abstrak dan esoteris (Atangana & Akgül, 

2020). Dalam praktiknya, ini memungkinkan seseorang 

untuk (lebih) dengan mudah memecahkan berbagai macam 

masalah yang melibatkan sistem linier, khususnya 

persamaan diferensial. Ini memungkinkan representasi 

sistem yang ringkas (melalui "Fungsi Transfer"), 

menyederhanakan evaluasi integral konvolusi, dan 

mengubah masalah yang melibatkan persamaan diferensial 

menjadi masalah aljabar. Seperti yang ditunjukkan oleh 

kutipan dalam animasi di atas (dari beberapa siswa di 

Swarthmore College), hampir secara ajaib 

menyederhanakan masalah yang sebaliknya sangat sulit 

untuk dipecahkan (Ruthotto & Haber, 2020). 

 

Ada beberapa hal yang perlu diperhatikan tentang 

Transformasi Laplace. 

• Fungsi f(t), yang merupakan fungsi waktu, 

ditransformasikan menjadi fungsi F(s). Fungsi F(s) 

adalah fungsi dari variabel Laplace, "s." Kami 
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menyebutnya fungsi domain Laplace. Jadi Transformasi 

Laplace mengambil fungsi domain waktu, f(t), dan 

mengubahnya menjadi fungsi domain Laplace, F(s). 

• Kami menggunakan huruf kecil untuk fungsi dalam 

domain waktu, dan menghapus huruf besar di domain 

Laplace. 

• Kita katakan bahwa F(s) adalah Transformasi Laplace 

dari f(t), 

( )( ) ( )f t F s=L
 

 

atau f(t) adalah invers Transformasi Laplace dari F(s), 

( )( )1 ( )F s f t− =L
 

 

atau f(t) dan F(s) adalah pasangan Transformasi Laplace, 

( ) ( )f t F sL  
 

• Untuk tujuan kita variabel waktu, t, dan fungsi domain 

waktu akan selalu bernilai nyata. Variabel Laplace, s, 

dan fungsi domain Laplace adalah kompleks. 

• Karena integral bergerak dari 0 ke  , variabel waktu, t, 

tidak boleh muncul dalam hasil domain Laplace (jika ya, 

Anda membuat kesalahan). Perhatikan bahwa tidak ada 

Transformasi Laplace dalam tabel yang memiliki 

variabel waktu, t, di dalamnya. 

• Batas bawah integral ditulis sebagai 0-. Hal ini 

menunjukkan bahwa batas bawah integral adalah dari 

tepat sebelum t=0 (t=0- menunjukkan waktu yang sangat 

kecil sebelum nol). Ini adalah poin yang bagus, tetapi 
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Anda akan melihat bahwa ini sangat penting dalam dua 

hal: 

- Ini memungkinkan kita berurusan dengan fungsi 

impuls, ( )t . Jika Anda belum tahu apa-apa tentang 

fungsi impuls, jangan khawatir, kami akan 

membahasnya lebih detail nanti. 

- Ini memungkinkan kita mempertimbangkan kondisi 

awal sistem pada t=0-. Ini seringkali jauh lebih 

mudah ditemukan daripada kondisi awal pada t=0+ 

(yang dibutuhkan oleh beberapa teknik lain yang 

digunakan untuk menyelesaikan persamaan 

diferensial) 

 

• Karena batas bawah adalah nol, kita hanya akan tertarik 

pada perilaku fungsi (dan sistem) untuk t≥0. 

• Kadang-kadang Anda akan melihat pembahasan tentang 

transformasi "dua sisi" (atau bilateral) (dengan batas 

bawah ditulis sebagai -∞) atau transformasi satu sisi 

dengan batas bawah ditulis sebagai 0+. Kami tidak akan 

menggunakan formulir ini dan tidak akan membahasnya 

lebih lanjut. 

• Karena batas atas integralnya adalah  , kita harus 

bertanya pada diri sendiri apakah Transformasi Laplace, 

F(s), genap. Ternyata transformasi ada selama f(t) tidak 

tumbuh lebih cepat dari fungsi eksponensial. Ini 

mencakup semua fungsi yang menarik bagi kami, jadi 

kami tidak akan menyibukkan diri dengan keberadaan. 
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Sebelum kita menunjukkan bagaimana Transformasi 

Laplace berguna, kita perlu meletakkan beberapa dasar. Kita 

mulai dengan menemukan Transformasi Laplace dari 

beberapa fungsi dan dari sana beralih ke pencarian properti 

Transformasi Laplace. Dengan tabel Transformasi Laplace 

dari Fungsi dan Sifat Transformasi Laplace menjadi 

mungkin untuk menemukan Transformasi Laplace dari 

hampir semua fungsi yang diinginkan tanpa menggunakan 

integral yang ditunjukkan di atas. Aplikasi Transformasi 

Laplace dibahas selanjutnya - sebagian besar penggunaan 

Transformasi Laplace untuk menyelesaikan persamaan 

diferensial. Akhirnya, Transformasi Laplace terbalik 

dibahas (meskipun ini adalah topik yang cukup besar 

sehingga memiliki halaman sendiri di tempat lain). 

 

b. Fungsi Laplace 

Untuk menggunakan Transformasi Laplace secara produktif, 

kita harus mampu mentransformasikan fungsi dari domain 

waktu ke domain Laplace. Kita dapat melakukan ini dengan 

menerapkan definisi Transformasi Laplace 

0

( ) ( ) stF s f t e dt
−



−=   

 

tapi ini dengan cepat menjadi membosankan. Tujuan kami 

adalah untuk menghindari keharusan mengevaluasi integral 

dengan menemukan Transformasi Laplace dari banyak 

fungsi yang berguna dan mengompilasinya dalam sebuah 

tabel. Setelah itu, Transformasi Laplace dari fungsi hampir 

selalu dapat dilihat dengan menggunakan tabel tanpa perlu 
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diintegrasikan. Tabel fungsi Transformasi Laplace tersedia 

di sini. 

 

• Fungsi Langkah Satuan 

Fungsi langkah satuan didefinisikan sebagai  

0,  t<0
( )

1, t 0
t


= 

  
 

 
Untuk menemukan Transformasi Laplace, kami menerapkan 

definisi. 
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• Impuls Satuan 

Impuls unit dibahas di tempat lain, tetapi untuk ditinjau. 

Fungsi impuls ada di mana-mana tetapi pada t=0, di mana ia 

sangat besar. Area fungsi impuls adalah satu. Fungsi impuls 

digambarkan sebagai anak panah yang tingginya sama 

dengan luasnya. 

 
Untuk menemukan Transformasi Laplace, kami menerapkan 

definisi 

 
 

Sekarang kita menerapkan properti penyaringan impuls. 

Karena impuls adalah 0 di mana-mana tetapi t=0, kita dapat 

mengubah batas atas integral menjadi 0+. 

 
 

Karena ste−  kontinu pada t=0, itu sama dengan mengatakan 

bahwa e-st konstan dari t=0- hingga t=0+. Jadi kita dapat 

mengganti e-st dengan nilainya yang dievaluasi pada t=0. 
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Jadi Transformasi Laplace dari impuls unit hanya satu. Oleh 

karena itu fungsi impuls, yang sulit ditangani dalam domain 

waktu, menjadi mudah ditangani di domain Laplace. 

Ternyata unit impuls akan menjadi penting untuk banyak 

dari apa yang kita lakukan. 

 

• Eksponensial 

Pertimbangkan eksponensial kausal (yaitu, didefinisikan 

hanya untuk t>0): 

 
Beberapa catatan tentang fungsi ini: 

- Fungsinya adalah 0 untuk t<0, dan kemudian 

mengikuti lintasan eksponensial setelahnya.  

- Kita dapat mendefinisikan fungsi secara sepotong-

sepotong (definisi pertama), atau sebagai 

eksponensial dikalikan dengan langkah unit (definisi 

kedua). Yang kedua lebih kompak, jadi kita biasanya 
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akan menggunakan yang itu. Karena semua fungsi 

kita sama dengan nol untuk t<0, perkalian dengan 

( )t  sering kali implisit dan kita tidak akan benar-

benar menunjukkan ( )t , kecuali dalam kasus di 

mana diperlukan untuk kejelasan. Jika a<0, fungsi 

bertambah tanpa batas.  

- Jika a>0 fungsi meluruh ke nol - eksponensial 

meluruh jauh lebih umum dalam sistem yang kita 

pelajari. Untuk menemukan Transformasi Laplace, 

kami menerapkan definisi 

 
 

Karena ( )t  sama dengan satu untuk semua t positif, 

kita dapat menghapusnya dari integral 

 
Perhatikan bahwa perkalian dengan fungsi (t) tersirat 

di ruas kiri persamaan terakhir. Ini adalah bagaimana 

kita biasanya akan menulis fungsi kita. 
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• Eksponensial 

 
 

Seperti sebelumnya, mulailah dengan definisi transformasi 

Laplace 

 
 

Di sini menjadi berguna untuk menggunakan identitas Euler 

untuk sinus 

 
 

Tapi kita sudah melakukan integral ini (fungsi eksponensial, 

di atas) 

 
 

Mari kita letakkan ini di atas penyebut yang sama 
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• Kosinus 

 
 

Kosinus dapat ditemukan dengan cara yang hampir sama, 

tetapi menggunakan identitas Euler untuk kosinus. 

 
 

• Sinus dan Cosinus yang Meluruh 

Sinus atau cosinus yang meluruh juga ditangani dengan cara 

yang sama. Pertimbangkan, pertama, gelombang sinus yang 

meluruh. 
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Derivasi selanjutnya mengikuti fungsi sinus (yaitu, letakkan 

di atas penyebut yang sama, dan selesaikan) 

 
 

Prosedur serupa dapat diikuti untuk peluruhan kosinus 

 
  



66 | Persamaan Differensial Matematika Fisika 

• Fungsi lereng 

Sejauh ini (dengan pengecualian impuls), semua fungsi 

berhubungan erat dengan eksponensial. Dimungkinkan juga 

untuk menemukan Transformasi Laplace dari fungsi lain. 

Misalnya, fungsi ramp: 

 

 
 

Kita mulai seperti sebelumnya 

 
 

Integrasi oleh bagian berguna pada saat ini 
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• Fungsi komposit 

Seringkali cukup mudah untuk menemukan Transformasi 

Laplace dari fungsi yang tidak ada dalam tabel, dengan 

menyatakannya sebagai jumlah fungsi dalam tabel yang 

diskalakan dan/atau ditunda. Untuk memahami ini kita perlu 

menggunakan dua properti Transform Laplace yang 

diturunkan pada halaman berikutnya. Kita membutuhkan 

properti linearitas 

 
 

dan dengan properti waktu tunda 

 
 

c. Properti laplace  

Bagian ini memperoleh beberapa properti yang berguna dari 

Transformasi Laplace. Sifat-sifat ini, bersama dengan fungsi 

yang dijelaskan pada halaman sebelumnya akan 

memungkinkan kita untuk Transformasi Laplace untuk 

menyelesaikan persamaan diferensial dan bahkan untuk 

melakukan analisis tingkat sistem yang lebih tinggi. Secara 

khusus, halaman berikutnya menunjukkan bagaimana 
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Transformasi Laplace dapat digunakan untuk menyelesaikan 

persamaan diferensial. Tabel dengan semua properti yang 

diturunkan di bawah ini ada di sini. 

 

• Linearitas 

Properti linearitas dari Transformasi Laplace menyatakan: 

 
 

Ini mudah dibuktikan dari definisi Transformasi Laplace 

 
 

• Waktu tunda 

Properti waktu tunda tidak jauh lebih sulit untuk dibuktikan, 

tetapi ada beberapa seluk-beluk yang terlibat dalam 

memahami bagaimana menerapkannya. Kita akan mulai 

dengan pernyataan properti, diikuti dengan bukti, dan 

kemudian diikuti dengan beberapa contoh. Properti 

pergeseran waktu menyatakan 

 
 

Kami kembali membuktikan dengan kembali ke definisi asli 

Transformasi Laplace 
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Karena 

 
 

kita dapat mengubah batas bawah integral dari 0- ke a- dan 

menghilangkan fungsi langkah (karena selalu sama dengan 

satu) 

 
 

Kita dapat membuat perubahan variabel 

 
 

Integral terakhir hanyalah definisi Transformasi Laplace, 

jadi kita memiliki properti waktu tunda 

 
 

Untuk menerapkan properti waktu tunda dengan benar, 

penting bahwa fungsi dan langkah yang mengalikannya 

digeser dengan jumlah yang sama. Sebagai contoh, 

perhatikan fungsi ( ) ( )· .f t t t=  Jika kita tunda 2 detik, kita 

dapatkan ( ) ( )2 · 2 ,t t− −  bukan 

( ) ( ) ( )2 ·  atau · 2 .t t t t t − −  Keempat fungsi ini ditunjukkan 

di bawah ini 
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Yang benar persis seperti fungsi aslinya tetapi bergeser. 

 

 

• Turunan Pertama 

Properti turunan pertama dari status Transform Laplace 

 
 

Untuk membuktikan ini kita mulai dengan definisi 

Transformasi Laplace dan integrasikan dengan bagian  
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Suku pertama dalam tanda kurung menjadi nol (selama f(t) 

tidak tumbuh lebih cepat dari eksponensial yang merupakan 

syarat adanya transformasi). Di suku berikutnya, 

eksponensialnya menjadi satu. Istilah terakhir hanyalah 

definisi Transformasi Laplace dikalikan dengan s. Jadi 

teorema terbukti. 

 

 
 

Ada dua hal penting yang perlu diperhatikan tentang 

properti ini: 

- Kami telah mengambil turunan dalam domain waktu, 

dan mengubahnya menjadi persamaan aljabar dalam 

domain Laplace. Ini berarti bahwa kita dapat 

mengambil persamaan diferensial dalam waktu, dan 

mengubahnya menjadi persamaan aljabar dalam 

domain Laplace. Kita dapat memecahkan persamaan 
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aljabar, dan kemudian mengubah kembali ke domain 

waktu (ini disebut Invers Laplace Transform). 

- Kondisi awal diambil pada t=0-. Artinya kita hanya 

perlu mengetahui kondisi awal sebelum input kita 

dimulai. Ini seringkali jauh lebih mudah daripada 

menemukannya di t=0+. 

 

• Turunan Kedua 

Demikian pula untuk turunan kedua kita dapat 

menunjukkan: 

 
 

Dimana 

 
 

• Turunan orde ke-n 

Untuk turunan ke-n: 

 
 

Atau  

 
 

Dimana 
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• Integrasi 

Teorema integrasi menyatakan bahwa 

 
 

Kami membuktikannya dengan memulai dengan integrasi 

per bagian 

 

 

 
 

Suku pertama dalam kurung menjadi nol jika f(t) tumbuh 

lebih lambat daripada eksponensial (salah satu syarat 

keberadaan Transformasi Laplace), dan suku kedua menjadi 

nol karena batas integralnya sama. Jadi teorema terbukti 
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• Konvolusi 

Teorema konvolusi menyatakan (jika Anda belum 

mempelajari konvolusi, Anda dapat melewati teorema ini) 

 
 

Kami memulai pembuktian kami dengan definisi 

Transformasi Laplace 

 
 

Dari sana kami melanjutkan: 

 
Kita dapat mengubah 

urutan integrasi. 

                                

 

Sekarang, kita tarik f(λ) 

keluar karena itu konstan 

terhadap variabel 

integrasi, t 

                               

 

Sekarang kita membuat 

perubahan variabel 

 

Karena g(u) adalah nol 

untuk u<0, kita dapat 

mengubah batas bawah 

integral dalam ke 0-. 

                              

 

Kita dapat menarik e-s 

keluar (konstan 

sehubungan dengan 
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integrasi). 

                              

 

Kita dapat memisahkan 

integral karena integral 

dalam tidak bergantung 

pada λ. 

                             

 

Kita dapat mengubah 

batas bawah pada yang 

pertama integral karena 

f(λ) adalah kausal. 

                              

 

Akhirnya kita mengakui 

bahwa dua integral 

hanyalah Transformasi 

Laplace. 

 
Teorema terbukti 

 

 

• Teorema Nilai Awal 

Teorema nilai awal menyatakan 

 
 

Untuk menunjukkan ini, pertama-tama kita mulai dengan 

Aturan Derivatif: 

 
 

Kami kemudian memanggil definisi Transformasi Laplace, 

dan membagi integral menjadi dua bagian: 
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Kita ambil limitnya sebagai s→∞: 

 
 

Beberapa penyederhanaan dilakukan. Dalam ekspresi tangan 

kiri, kita dapat mengeluarkan suku kedua dari limit, karena 

tidak bergantung pada 's.' Dalam ekspresi tangan kanan, kita 

dapat mengeluarkan suku pertama dari limit untuk alasan 

yang sama, dan jika kita mengganti tak terhingga untuk 's' 

pada suku kedua, suku eksponensial menjadi nol: 

 
 

Kedua suku f(0-) saling meniadakan, dan tersisa Teorema 

Nilai Awal 

 
 

Teorema ini hanya bekerja jika F(s) adalah pecahan murni 

yang polinomial pembilangnya lebih rendah daripada 
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polinomial penyebutnya. Dengan kata lain is akan bekerja 

untuk F(s)=1/(s+1) tetapi tidak untuk F(s)=s/(s+1). 

 

• Teorema Nilai Akhir 

Teorema nilai akhir menyatakan bahwa jika ada nilai akhir 

dari suatu fungsi, maka 

 
 

Namun, kita hanya dapat menggunakan nilai akhir jika 

nilainya ada (fungsi seperti sinus, kosinus, dan fungsi ramp 

tidak memiliki nilai akhir). Untuk membuktikan teorema 

nilai akhir, kita mulai seperti yang kita lakukan untuk 

teorema nilai awal, dengan Transformasi Laplace dari 

turunannya, 

 
 

Kita biarkan s→0, 

 
 

Saat s→0 suku eksponensial menghilang dari integral. Juga, 

kita dapat mengeluarkan f(0-) dari limit (karena tidak 

bergantung pada s) 
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Kita dapat mengevaluasi integral 

 
 

Tidak ada suku di sebelah kiri yang bergantung pada s, jadi 

kita dapat menghilangkan limit dan menyederhanakannya, 

menghasilkan teorema nilai akhir 

 
 

Contoh fungsi yang teorema ini tidak dapat digunakan 

adalah peningkatan eksponensial (seperti eat di mana a 

adalah bilangan positif) yang menuju tak hingga saat t 

meningkat, dan fungsi osilasi seperti sinus dan kosinus yang 

tidak memiliki nilai akhir. 
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BAB V 
ANALISIS VEKTOR 

 

5.1 Dasar Aljabar Vektor 

Vektor V pada bidang atau ruang adalah panah: ditentukan 

oleh panjangnya, dilambangkan V dan arah. Dua anak 

panah mewakili vektor yang sama jika mereka memiliki 

panjang yang sama dan sejajar (Marini et al., 2020). Kami 

menggunakan vektor untuk mewakili entitas yang dijelaskan 

oleh besaran dan arah. Sebagai contoh, gaya yang 

diterapkan pada suatu titik adalah vektor: itu sepenuhnya 

ditentukan oleh besarnya gaya dan arah di mana itu 

diterapkan. Sebuah benda yang bergerak dalam ruang 

memiliki, pada waktu tertentu, arah gerak, dan sebuah 

kecepatan. Ini diwakili oleh vektor kecepatan gerak. Lebih 

tepatnya, vektor kecepatan di suatu titik adalah panah 

panjang kecepatan (ds/dt), yang terletak pada garis singgung 

lintasan. Itu keberhasilan dan pentingnya aljabar vektor 

berasal dari interaksi antara interpretasi geometris dan 

perhitungan aljabar. Dalam catatan ini, kami akan 

mendefinisikan konsep yang relevan secara geometris, dan 

biarkan ini membawa kita ke formulasi aljabar (Brand, 

2020). 
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Newton tidak menulis dalam bentuk vektor, tetapi melalui 

diagramnya kita melihat bahwa dia dengan jelas 

memikirkan kekuatan dalam istilah ini. Misalnya, ia 

mendalilkan bahwa dua gaya yang bekerja secara bersamaan 

dapat diperlakukan sebagai bertindak secara berurutan. Jadi 

misalkan dua gaya, diwakili oleh vektor V dan W, bekerja 

pada sebuah benda di a Titik tertentu. Apa yang dirasakan 

benda adalah resultan dari kedua gaya tersebut, yang dapat 

dihitung dengan menempatkan vektor ujung ke ujung. Maka 

resultannya adalah vektor dari titik awal vektor pertama ke 

titik akhir vektor kedua. Jelas, ini sama jika kita membalik 

urutan vektor. Kami menyebutnya jumlah dari dua vektor, 

dilambangkan V + W. Misalnya, jika sebuah benda bergerak 

dalam fluida di ruang angkasa dengan kecepatan V, 

sedangkan fluida bergerak dengan kecepatan W, maka 

benda tersebut bergerak (relatif terhadap titik tetap) dengan 

kecepatan V + W (Wyld, 2020).  

 

a. Skalar 

Besaran fisis yang dinyatakan secara lengkap oleh satu 

bilangan real disebut skalar. Secara fisik, itu adalah sesuatu 

yang memiliki besaran, dan dijelaskan secara lengkap oleh 

besarnya ini. Contohnya adalah suhu, massa jenis dan 
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massa. Berikut ini, huruf kecil (biasanya Yunani), mis. 

, ,   akan digunakan untuk menyatakan skalar. 

 

b. Vektor 

Konsep vektor digunakan untuk menggambarkan besaran 

fisis yang memiliki a besarnya dan arah yang terkait 

dengannya. Contohnya adalah gaya, kecepatan, perpindahan 

dan percepatan. Secara geometris, sebuah vektor diwakili 

oleh panah; panah menentukan arah vektor dan besarnya 

vektor dilambangkan dengan panjang anak panah. Secara 

analitis, vektor akan direpresentasikan dengan huruf kecil 

huruf Latin tebal, mis. a, r, q. 

 

Besar (atau panjang) suatu vektor dilambangkan dengan a  

atau a. Ini adalah skalar dan harus non-negatif. Setiap vektor 

yang panjangnya 1 disebut vektor satuan; vektor satuan akan 

biasanya dilambangkan dengan e 

 
Gambar 5 1. (a) sebuah vektor; (b) penjumlahan vektor 
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c. Aljabar Vektor 

Operasi penjumlahan, pengurangan, dan perkalian yang 

dikenal dalam aljabar angka (atau skalar) dapat diperluas ke 

aljabar vektor(Mhailan et al., 2020). 

 

Definisi dan properti berikut secara mendasar 

mendefinisikan vektor: 

• Jumlah Vektor 

Penjumlahan vektor a dan b adalah vektor c yang dibentuk 

dengan menempatkan titik awal b pada titik terminal a dan 

kemudian menghubungkan titik awal a ke terminal titik b. 

Jumlahnya ditulis c a b= + . Definisi ini disebut hukum 

jajaran genjang untuk penjumlahan vektor karena, dalam 

interpretasi geometris penjumlahan vektor, c adalah 

diagonal jajar genjang yang dibentuk oleh dua vektor a dan 

B. Sifat-sifat berikut berlaku untuk penjumlahan vektor: 

 
 

• Vektor Negatif 

Untuk setiap vektor a terdapat vektor negatif. Vektor ini 

memiliki arah berlawanan dengan vektor a tetapi memiliki 

besar yang sama; itu dilambangkan dengan -a.  

 

• Pengurangan Vektor dan Vektor Nol 

Pengurangan dua vektor a dan b didefinisikan oleh 

( )a b a b− = + − . Jika a=b maka a-b didefinisikan sebagai 

vektor nol (atau vektor nol) dan adalah dilambangkan 

dengan simbol o. Ini memiliki besaran nol dan arah yang 
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tidak ditentukan. SEBUAH vektor yang tepat adalah vektor 

apa pun selain vektor nol. Dengan demikian: 

 

• Perkalian Skalar 

Hasil kali vektor a dengan skalar   adalah vektor  a 

dengan besar   kali besarnya  a dan dengan arah yang 

sama atau berlawanan dengan a, sesuai   dengan positif 

atau negatif. Jika  =0 ,  a adalah vektor nol. Itu sifat-sifat 

berikut berlaku untuk perkalian skalar: 

 

 

 
Gambar 5.2  (a) negatif dari suatu vektor;  

(b) pengurangan vektor 

 

Perhatikan bahwa ketika dua vektor a dan b adalah sama, 

mereka memiliki arah yang sama dan besarnya, terlepas dari 

posisi titik awalnya. Jadi a=b sebuah posisi tertentu dalam 
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ruang tidak ditugaskan di sini untuk vektor - itu hanya 

memiliki besaran dan arah. Vektor semacam itu disebut 

bebas, untuk membedakannya dari vektor khusus tertentu 

untuk di mana posisi tertentu dalam ruang benar-benar 

ditetapkan. 

 
Gambar 5.3 Vektor yang sama 

 

Vektor sebagai sesuatu dengan "besar dan arah" dan 

didefinisikan oleh aturan di atas adalah elemen dari satu 

kasus struktur matematika, ruang vektor. 

 

 

d. Produk Titik (Dot Product) 

Produk titik dari dua vektor a dan b (juga disebut produk 

skalar) dilambangkan dengan a.b Ini adalah skalar yang 

didefinisikan oleh 

 

 
 

  di sini adalah sudut antara vektor ketika titik awalnya 

bertepatan dan dibatasi ke kisaran 0    , 
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Gambar 5.4 Dot Product 

  

Sifat penting dari hasil kali titik adalah jika untuk dua vektor 

(benar) a dan b, relasi a.b=0 , maka a dan b tegak lurus. 

Kedua vektor tersebut dikatakan ortogonal. Sehingga 

( ). cos 0a a a a= , sehingga panjang vektor adalah 

.a a a=  Sifat penting lainnya adalah proyeksi vektor u 

sepanjang arah a, vektor satuan e diberikan oleh u.e . 

 
Gambar 5.5 Proyeksi vektor sepanjang arah vektor satuan 

 

Oleh karena itu, setiap vektor u dapat didekomposisi 

menjadi komponen yang sejajar dengan (satuan) vektor e 

dan komponen lain yang tegak lurus terhadap e, menurut 
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Produk titik memiliki sifat-sifat berikut (yang dapat 

dibuktikan dengan menggunakan di atas definisi) 

 
 

 

e. Produk silang (Cross Product) 

Perkalian silang dua vektor a dan b (disebut juga perkalian 

vektor) dilambangkan dengan sebuah a b . Ini adalah 

vektor dengan besaran; 

 
 

dengan   didefinisikan sebagai produk titik. Dari gambar 

dapat dilihat bahwa besar a b sama dengan luas jajar 

genjang yang ditentukan oleh dua vektor a dan b. 

 
Gambar 5.6 Proyeksi vektor sepanjang arah vektor satuan 

 

Arah vektor baru ini tegak lurus terhadap a dan b. Apakah 

poin a b   "naik" atau "turun" ditentukan dari fakta bahwa 

tiga vektor a, b dan a b  membentuk sistem tangan kanan. 

Ini berarti bahwa jika ibu jari tangan kanan menunjuk ke 
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arah a b , dan tangan terbuka diarahkan ke arah a, lalu 

kelengkungan jari-jari tangan kanan sehingga menutup 

harus menggerakkan jari melalui sudut   , 0 ,  

membawa mereka ke b. 

 
Gambar 5.7 Contoh perkalian silang 

 

Perkalian silang memiliki sifat-sifat berikut (yang dapat 

dibuktikan dengan menggunakan definisi di atas): 

 
 

 

f. Produk Skalar Tiga Kali Lipat 

Hasil kali skalar rangkap tiga, atau hasil kali kotak, dari tiga 

vektor u, v, w didefinisikan oleh 

 

 
 

Pentingnya terletak pada kenyataan bahwa, jika tiga vektor 

membentuk triad tangan kanan, maka volume V dari 
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paralelepiped yang direntang oleh tiga vektor sama dengan 

produk kotak. 

 

Untuk melihat ini, misalkan e adalah vektor satuan dalam 

arah u v . Kemudian proyeksi dari w pada u v adalah h=

w e  , dan; 

 
 

 

5.2 Differensial Vektor 

a. Fungsi bernilai vektor 

Ini adalah fungsi bernilai skalar dalam arti bahwa hasil 

penerapan fungsi tersebut adalah bilangan real, yang 

merupakan besaran skalar. Kami sekarang ingin 

pertimbangkan fungsi bernilai vektor :  .mf D →  Pada 

prinsipnya, m dapat berupa bilangan bulat positif apa pun, 

tetapi kita hanya akan pertimbangkan kasus di mana m = 2 

atau 3, dan hasil penerapan fungsi adalah vektor 2D atau 3D 

(Biswas et al., 2020). 

 

b. Persamaan kurva parametrik 

Jenis paling sederhana dari fungsi bernilai vektor memiliki 

bentuk 
2: ,f I → dimana I  . Fungsi seperti itu 

kembali vektor 2D f(t) untuk masing-masing ,t I  yang 

dapat dianggap sebagai vektor posisi beberapa titik pada 
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bidang. Misalnya, Ini menyatakan bahwa vektor posisi titik 

mana pun P pada garis yang melalui titik A dan B adalah 

 
 

untuk setiap skalar ,  .   Jika kita mendefinisikan t = /(α+), 

maka ini dapat ditulis ulang sebagai ( )/  ,t   = +  maka 

ini dapat ditulis ulang sebagai; 

 
 

Ketika t berubah, kita mendapatkan titik yang berbeda pada 

garis yang melalui A dan B dan khususnya, ( )0p a=  ,dan 

(1)p b=  

 

Kita mungkin menganggap p sebagai fungsi bernilai vektor; 
3: ,p →  

 

gambar yang merupakan seluruh garis, atau; 

  3: 0,1 ,p →  

 

bayangan yang merupakan ruas garis dari A ke B. 

 

Secara umum, sebuah kurva, dalam ruang 2D atau 3D, dapat 

direpresentasikan sebagai gambar dari fungsi bernilai vektor 

pada interval I; vektor posisi suatu titik pada kurva adalah 

( ),    t I.r f t=   
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Ini disebut deskripsi parametrik kurva dan t disebut 

parameter. Ini juga dapat ditulis dalam bentuk komponen; 

jika ; 

( ) 2 31 ,  ( ),  ( ),   t I.x f t y f t z f t= = = 
 

 

• Jenis standar kurva parametrik 

• Lingkaran dan elips 

 

Lingkaran ( ) ( )
2 2 2 ,x a y b r− + − = memiliki pusat (a, b) dan 

jari-jari r, dapat diparametrikan menggunakan koordinat 

kutub  dan . x a rcos y b rsin − = − = Ingat bahwa θ adalah 

sudut antara jari-jari dan sumbu x positif, diukur dalam arah 

berlawanan arah jarum jam. Oleh karena itu lingkaran 

memiliki bentuk parametrik 

 ),  ,  0,  2 .x a rcos y b rsin   = + = +   

 

Jika lingkaran ini dianggap sebagai kurva pada bidang xy 

dalam ruang 3D, maka itu akan menjadi 

 ),  ,  0,  0,  2 .x a rcos y b rsin z   = + = + =   

 

Dengan cara yang sama, elips 

( ) ( )
2 2

2 2
1

x a y b

A B

− −
+ =  

 

memiliki bentuk parametrik 

 ),  ,  0,2 .x a Acos y b Bsin   = + = + 
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• Parabola 

Parabola y2 = 4ax dapat diparametrisasi sebagai 

 
 

Untuk menunjukkan bahwa kurva parametrik identik dengan 

parabola, kita harus membuktikan bahwa setiap titik pada 

kurva parametrik terletak pada parabola dan sebaliknya. 

Untuk setiap t, mari 2x at= , dan 2y at=  maka 

( )2 2 2 24 4 4  y a t a at ax= = = sehingga setiap titik pada kurva 

parametrik terletak pada parabola. Juga, diberikan setiap 

titik (x, y) pada parabola, tentukan t = y/2a sehingga y = 2at 

dan kemudian 2 2/ 4 ,x y a at= =  sehingga (x,y) juga terletak 

pada kurva parametrik. 

 

• Garis 

Kita dapat memperhatikan bahwa; 

 
 

Yang merupakan bentuk parametrik dari ruas garis yang 

menghubungkan A(a1, a2, a3) dan B(b1, b2, b3). Ini juga 

dapat ditulis dalam bentuk komponen sebagai; 

 
 

Juga, jika diberikan titik a pada garis dan vektor arah d 

untuk garis tersebut, maka bentuk parametriknya adalah; 
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c. Diferensiasi fungsi bernilai vektor 

Kurva C didefinisikan oleh r = r(t), sebuah fungsi bernilai 

vektor dari satu variabel (skalar). Mari kita bayangkan 

bahwa C adalah lintasan yang ditempuh partikel dan t 

adalah waktu. Vektor r(t) adalah vektor posisi partikel pada 

waktu t dan r(t + h) adalah vektor posisi di kemudian hari t 

+ h. Kecepatan rata-rata partikel dalam selang waktu [t, t + 

h] maka 

 
 

Dalam hal komponen r ini adalah 

 
 

Jika masing-masing fungsi skalar x, y dan z 

terdiferensialkan, maka vektor ini memiliki limit 

 

 
Gambar 5.8 Contoh perkalian silang 
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yang merupakan kecepatan sesaat partikel v(t). Artinya (jika 

gerakannya halus) maka; 

 
 

Vektor ini terletak di sepanjang garis singgung kurva di r 

dan memiliki panjang ( ) ( )v t v t=  yang seketika kecepatan 

partikel. 

Dengan cara yang sama, kita mendefinisikan percepatan, 

 
 

Lebih umum, untuk setiap kurva r = r(α) yang 

diparametrisasikan oleh α (say), vektor 

 
 

disebut vektor tangen kurva dan vektor satuan 

 
 

disebut vektor tangen satuan. 

 

 

d. Bidang vektor dan skalar 

Fungsi dari dua atau tiga variabel yang dipetakan ke vektor 

disebut medan vektor. Sebaliknya, fungsi dari dua atau tiga 

variabel yang dipetakan ke skalar disebut medan skalar. 
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seseorang dapat merepresentasikan grafik medan skalar 

sebagai kurva atau permukaan. Medan vektor F(x, y) (atau 

F(x, y, z)) sering direpresentasikan dengan menggambar 

vektor F(r) di titik r untuk titik-titik perwakilan dalam 

domain. Contoh yang baik dari medan vektor adalah 

kecepatan pada suatu titik dalam fluida; di setiap titik kita 

menggambar panah (vektor) mewakili kecepatan (kecepatan 

dan arah) aliran fluida. Panjang anak panah mewakili 

kecepatan fluida di setiap titik. 

 
Gambar 5.9 Medan vektor mewakili kecepatan fluida 

 

 

e. Berbagai jenis turunan differensial 

Kita telah membahas turunan dan turunan parsial dari fungsi 

skalar. Selanjutnya kita akan mempertimbangkan diskusikan 

berbagai jenis "turunan" lain dari fungsi skalar dan vektor; 
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dalam beberapa kasus hasilnya adalah skalar dan kadang-

kadang vektor. 

 

Ingat bahwa jika u, v, w adalah vektor dan   adalah skalar, 

ada sejumlah produk berbeda yang dapat dibuat; 

 
 

Sekarang perhatikan operator diferensial vektor 

 
 

Ini dibaca sebagai del atau nabla dan jangan disamakan 

dengan ∆, huruf kapital Yunani delta. Seseorang dapat 

membentuk "produk" dari vektor ini dengan vektor dan 

skalar lain, tetapi karena ini adalah operator, itu harus selalu 

istilah pertama jika produknya masuk akal. Misalnya, jika f 

adalah medan skalar, kita dapat membentuk skalar 

"perkalian" dengan  ketentuan ∇ 

 
 

hasilnya adalah vektor. Di bawah ini kami akan 

memperkenalkan "turunan" yang sesuai dengan produk 

vektor. 
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f. Gradient ("perkalian dengan skalar") 

Ini hanya contoh yang diberikan di atas. Kami 

mendefinisikan gradien medan skalar f menjadi 

 
 

Kami akan menggunakan notasi grad f dan ∇f secara 

bergantian. 

 

• Arah turunan 

Ini adalah laju perubahan medan skalar f dalam arah vektor 

satuan u = (u1, u2, u3). Seperti halnya turunan normal, itu 

didefinisikan oleh batas hasil bagi perbedaan, dalam hal ini 

turunan arah f di p dalam arah u didefinisikan sebagai; 

 
 

(jika limit ada) dan dilambangkan 

 
 

Definisi ini jarang digunakan secara langsung. Rumus kunci 

untuk turunan arah dari f dalam arah u adalah; 
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Untuk membuktikan ini, perhatikan terlebih dahulu bahwa 

 
 

sehingga (∗) dapat diperoleh sebagai 

 
 

Juga, dengan menggunakan aturan rantai, kita memiliki 

 
 

Menggabungkan hasil ini memberikan formula yang 

diperlukan. 

 

 

g. Divergensi medan vektor ("produk skalar") 

Divergensi medan vektor F = (F1, F2, F3) adalah skalar yang 

diperoleh sebagai “produk skalar” dari ∇ dan F 

 
 

Disebut demikian, karena mengukur kecenderungan medan 

vektor untuk divergen (divergensi positif) atau konvergen 

(divergensi negatif). Secara khusus, medan vektor dikatakan 

incompressible (atau solenoidal) jika divergensinya adalah 

nol. 
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Gambar 5.10 Divergensi positif dan negatif 

 

medan vektor ( ) ( ) ( )  , ,0 ,  , ,0  dan , ,0F x y G x y H x y= = − = − −  

pada bidang xy. Kita memiliki; 

 
 

dan dengan cara yang sama, div G = 0 dan div H = 2 < 0. 

Perhatikan bagaimana panah pada plot F berbeda dan pada 

plot H konvergen. 
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BAB VI 
FUNGSI KHUSUS 

 

Pada subbab ini adalah tentang fungsi khusus dan 

propertinya. Banyak fungsi yang diketahui bisa disebut 

istimewa. Mereka tentu saja menyertakan fungsi dasar 

seperti eksponensial dan banyak lagi secara umum, 

trigonometri, fungsi hiperbolik dan inversnya, fungsi 

logaritma dan poli-logaritma, tetapi kelas juga berkembang 

menjadi fungsi transendental seperti Lam´e dan fungsi 

Mathieu. Biasanya seseorang berurusan terlebih dahulu 

dengan fungsi khusus dari satu variabel sebelum masuk ke 

studi generalisasi multi-variabelnya, yang tidak unik dan 

yang terbuka up link dengan teori sistem terintegrasi. Kami 

akan membatasi diri pada fungsi hipergeometrik yang 

biasanya didefinisikan oleh deret representasi. 

 

• Definisi 1.1: Deret hipergeometrik adalah deret 

n+1

0

a
 dengan nn

n

a
a



=  fungsi rasional dari n. 

Fungsi Bessel, Legendre, Jacobi, fungsi silinder parabola, 

simbol 3j dan 6j muncul dalam mekanika kuantum dan 

banyak lagi fungsi khusus klasik adalah kasus parsial dari 

fungsi hipergeometrik. Namun, fungsi transendental 

"berbaring di tanah" luar Bessel" berada di luar kelas 

hipergeormetrik dan, dengan demikian, tidak akan 

dipertimbangkan dalam kursus ini. Euler, Pfaff dan Gauss 

pertama kali memperkenalkan dan mempelajari deret 
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hipergeometrik, membayar khusus memperhatikan kasus-

kasus ketika deret dapat dijumlahkan menjadi fungsi dasar. 

Ini memberi salah satu motivasi untuk mempelajari deret 

hipergeometrik, yaitu fakta bahwa fungsi dan beberapa 

fungsi penting lainnya dalam matematika dapat dinyatakan 

dalam istilah fungsi hipergeometrik (Iandiorio & Salvini, 

2020). 

Fungsi hipergeometrik juga dapat digambarkan sebagai 

solusi persamaan diferensial khusus, persamaan diferensial 

hipergeometrik. Riemann adalah orang pertama yang 

mengeksploitasi ide ini dan memperkenalkan simbol khusus 

untuk mengklasifikasikan fungsi hipergeometrik 

berdasarkan singularitas dan eksponen persamaan 

diferensial mereka memenuhi. Dengan cara ini kami 

menemukan alternatif definisi fungsi hipergeometrik (Zhao 

et al., 2020) 

 

• Definisi 1.2: Fungsi hipergeometrik adalah solusi dari 

persamaan diferensial Fuchsian yang memiliki paling 

banyak tiga singularitas reguler. 

Perhatikan bahwa fungsi khusus transendental dari kelas 

Heun, yang disebut fungsi Heun yang "di luar Bessel", 

didefinisikan sebagai solusi khusus dari orde kedua linier 

generik Persamaan diferensial Fuchsian dengan empat 

singularitas reguler. Tentu saja, ketika berbicara tentang 3 

atau 4 singularitas reguler, itu berarti jumlah singularitas 

bisa kurang dari itu, baik dengan meremehkan persamaan 

atau dengan menggabungkan dua singularitas reguler untuk 

mendapatkan titik singular tidak beraturan sehingga 

mengarah ke kasus konfluen yang sesuai dari fungsi 
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hipergeomerik atau Heun. Jadi, Bessel dan silinder parabola 

fungsi adalah kasus khusus dari fungsi hipergeometrik 

konfluen dan konfluen ganda, sedangkan fungsi Lam´e dan 

Mathieu adalah kasus khusus dari fungsi Heun dan konfluen 

Heun, masing-masing. Ketika jumlah singularitas 

maksimum yang diizinkan dari persamaan diferensial 

tumbuh itu menghasilkan fungsi khusus yang lebih 

transendental yang terkait dengannya. Perkenalan singkat 

untuk teori persamaan Fuchsian dengan n singularitas 

reguler akan diberikan nanti di kursus (Şahin & Yağcı, 

2020). 

Pada dekade pertama abad XX E.W. Barnes 

memperkenalkan pendekatan lain untuk fungsi 

hipergeometrik berdasarkan representasi integral kontur. 

Representasi seperti itu adalah penting karena dapat 

digunakan untuk menurunkan banyak hubungan antara 

hipergeometrik fungsi dan juga untuk mempelajari 

asimtotiknya. Seluruh kelas fungsi hipergeometrik sangat 

berbeda dibandingkan dengan yang lain fungsi khusus, 

karena hanya untuk kelas ini yang dapat memiliki deret 

eksplisit dan representasi integral, hubungan bersebelahan 

dan koneksi, rumus penjumlahan dan transformasi, dan 

banyak persamaan indah lainnya yang menghubungkan satu 

fungsi hipergeometrik dengan fungsi hipergeometrik 

lainnya. Ini adalah kelas fungsi di mana seseorang mungkin 

dapat mengatakan bahwa setiap rumus yang berarti dapat 

menjadi ditulis secara eksplisit; itu tidak mengatakan bahwa 

selalu mudah untuk menemukannya. Juga untuk itu alasan 

ini adalah kelas fungsi untuk memulai dan menempatkan 

sebagai dasar pengantar kursus dalam fungsi khusus. 
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Alasan utama dari banyak aplikasi fungsi hipergeometrik 

dan fungsi khusus secara umum adalah kegunaannya. 

Rumus penjumlahan menemukan jalannya dalam 

kombinatorik; klasik polinomial ortogonal memberikan 

basis eksplisit di beberapa ruang dan timah Hilbert yang 

penting untuk Analisis Hamonik konstruktif dengan aplikasi 

dalam fisika kuantum dan kimia; deret qhipergeometrik 

terkait dengan fungsi eliptik dan fungsi theta dan oleh 

karena itu temukan aplikasi dalam integrasi sistem 

persamaan diferensial non-linier dan di beberapa daerah 

analisis numerik dan matematika diskrit. 

 

6.1 Fungsi Gamma 

Fungsi Gamma ( )x  ditemukan oleh Euler pada akhir 

tahun 1720-an dalam upaya untuk menemukan kelanjutan 

analitik dari fungsi faktorial. Fungsi ini merupakan landasan 

dari teori fungsi khusus. 

 

Jadi ( )x  adalah fungsi meromorfik yang sama dengan 

(x−1)! ketika x adalah bilangan bulat positif. Euler 

menemukan representasinya sebagai integral tak hingga dan 

sebagai limit dari produk hingga. Biarkan kami turunkan 

representasi terakhir mengikuti generalisasi Euler dari 

faktorial (Augustyniak et al., 2020). 
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Gambar 6.1 Grafik nilai absolut fungsi Gamma dari variabel 

kompleks z = x + iy dari sistem aljabar komputer MuPAD. 

Ada kutub terlihat di z = 0, 1, 2, 3, 4, . . .. 

 

Misalkan x dan n bilangan bulat tak negatif. Untuk setiap 

a  tentukan faktorial yang digeser (a)n oleh: 

 
 

Kemudian, jelas, 

 
 

Sejak 
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Kita dapat menyimpulkan bahwa; 

 
 

Limit ada pada x  , seperti yang 

1, 2, 3,  ...,  untuk x  − − −  

 
Dan 

 
 

 

• Definisi 1.3: Untuk ,  0,  1, 2,...,x x   − −  fungsi 

gamma ( )x  didefinisikan oleh; 

 
 

Maka tiga konsekuensi langsung adalah 

 
 

Dari definisi tersebut dapat disimpulkan bahwa fungsi 

gamma memiliki kutub di nol dan negatif bilangan bulat, 

tetapi 
( )
1

x
 adalah seluruh fungsi dengan nol pada titik-

titik ini. Setiap seluruh fungsi memiliki representasi produk. 
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• Teorema 1.4  

 
 

di mana   adalah konstanta Euler yang diberikan oleh 

 
 

Bukti 

 
 

Hasil kali tak hingga ada karena; 
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6.2 Fungsi beta 

• Definisi 1.5: Integral beta didefinisikan untuk 

0,  0x y     oleh 

 
 

Kita juga dapat berbicara tentang fungsi beta B(x, y), yang 

diperoleh dari integral dengan kelanjutan analitik. Fungsi 

beta dapat dinyatakan dalam bentuk fungsi gamma. 

 

• Teorema 1.6:  

( )
( ) ( )

( )
,

x y
B x y

x y

 
=

 +
 

 

Bukti. Dari definisi integral beta kita memiliki hubungan 

bersebelahan berikut: antara tiga fungsi (Kumar, 2020) 

 
 

Namun, integrasi dengan bagian integral di sisi kiri 

memberikan 

 
 

Menggabungkan dua yang terakhir kita mendapatkan 

persamaan fungsional dari bentuk 
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Iterasi persamaan ini kita peroleh 

 
 

Tulis ulang hubungan ini sebagai 

 
 

Dimana kita mengetahui bahwa n → , maka kita punya  

 
 

Tetapkan y = 1 untuk sampai di 

 
 

Karenanya 

 
 

Ini adalah representasi integral untuk fungsi gamma, yang 

muncul di sini sebagai produk sampingan. Sekarang 

gunakan untuk membuktikan teorema untuk 

0,  dan 0x y     dan kemudian gunakan argumen 

standar dari kelanjutan analitik untuk menyelesaikan bukti. 
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• Akibat wajar 1.7: Untuk 0x   

 
 

Gunakan untuk secara eksplisit mewakili kutub dan 

kelanjutan analitik dari ( )x : 

 
 

Integral adalah fungsi inti dan jumlah memberikan kutub di 

,  0,1,2,...x n n= − =  dengan residu sama dengan ( 1) / !n n− . 

 

Beberapa bentuk lain yang berguna dari integral beta dapat 

diturunkan dengan perubahan variabel. Misalnya, ambil 
2sint = , untuk mendapatkan  

 
 

Masukkan x = y = 1/2. Hasilnya adalah 

 
 

Substitusi t = (u-a)/(b-a) memberikan 
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yang dapat ditulis ulang dalam bentuk alternatif: 

 
 

 

6.3 Integral beta lainnya 

Ada beberapa jenis representasi integral untuk fungsi beta. 

Semuanya bisa dibawa ke bentuk berikut: 

 

di mana ( ) ( )1 2,dan l t l t  adalah fungsi linier dari t, dan C 

adalah kurva yang sesuai. Representasi disebut integral beta 

pertama Euler. Untuk itu, kurva terdiri dari segmen garis 

menghubungkan dua nol dari fungsi l. Kami 

memperkenalkan sekarang empat integral beta lagi. Untuk 

integral beta kedua, kurva adalah setengah garis yang 

menghubungkan satu nol dengan tak terhingga sementara 

yang lain nol tidak pada baris ini. Untuk integral beta ketiga 

(Cauchy), ini adalah garis dengan nol di sisi yang 

berlawanan. Untuk dua integral beta terakhir, kurva adalah 

kontur kompleks. Kasus pertama, itu dimulai dan berakhir 

pada satu nol dan mengelilingi nol lainnya dalam arah 

positif. Dalam kasus kedua, kurva adalah loop ganda yang 

berkelok-kelok di sekitar dua nol, sekali dalam arah positif 

dan kedua kalinya ke arah negatif. 
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a. Integral beta kedua 

Atur ( )/ 1t s s= +  untuk mendapatkan integral beta kedua 

dengan integrasi lebih dari setengah garis 

 
 

 

b. Integral beta ketiga (Cauchy) 

Integral beta karena Cauchy didefinisikan oleh; 

 
 

Bukti. Untuk membuktikan ini, pertama tunjukkan bahwa 

integrasi dengan bagian memberikan 

 
 

Yang juga 

 
 

Dua terakhir bergabung untuk memberikan persamaan 

fungsional 
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Iterasi memberikan 

 
 

Sekarang 

 
 

Atur /  dan ambil nt t n→ →  

Substitusi t tan= mengarah ke integral: 

 
 

 

c. Kontur kompleks untuk integral beta 

Perhatikan integralnya 

 
 

Dengan 0x   dan y . Kontur dimulai dan berakhir di 

titik asal, dan mengelilingi titik 1 ke arah positif. Fase w-1 

adalah nol pada titik positif yang lebih besar dari 1. Ketika 

0y   kita dapat mengubah bentuk kontur sepanjang (0, 

1). Kemudian kita peroleh ( ) ( ), ,   / .x yI B x y sin y =  Dia 

mengikuti itu 
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Integral didefinisikan untuk setiap nilai kompleks y. Untuk 

y = 1,2,..., integral menghilang; ini dibatalkan oleh nilai-

nilai tak terbatas dari istilah di depan integral. 

 

Ada integral kontur serupa yang mewakili fungsi gamma. 

Mari kita buktikan dulu Integral kontur Hankel untuk fungsi 

gamma timbal balik, yang merupakan salah satu representasi 

paling indah dan berguna untuk fungsi ini. Ini memiliki 

bentuk berikut: 

 
 

Kontur integrasi L adalah kontur Hankel yang membentang 

dari ,     ,arg s − = −  mengelilingi asal dalam arah positif 

dan berakhir di , sekarang dengan arg s = +π. Untuk ini 

kami juga menggunakan notasi 

( )0

.

+

−

  Fungsi bernilai banyak 

s-z diasumsikan nyata untuk nyata nilai z dan s, s > 0. 

langsung dari teori transformasi Laplace: dari integral 

terkenal 

 
 

berikut sebagai kasus khusus dari rumus inversi. Bukti 

langsung mengikuti dari spesial pilihan kontur L: sumbu 

real negatif. Saat 1z  . kita dapat menarik kontur ke 

sumbu negatif, di mana kita memiliki  
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Menggunakan rumus refleksi  

 
 

Pada langkah terakhir prinsip analitik lanjutan Yaitu, baik 

sisi kiri maupun sisi kanan. adalah seluruh fungsi dari z. 

 
 

 

d. Rumus refleksi Euler 

Rumus refleksi Euler menghubungkan fungsi gamma 

dengan fungsi sinus. Di pengertian, itu menunjukkan bahwa 

1/Γ(x) adalah 'setengah dari fungsi sinus'. Untuk 

membuktikan rumus , maka atur y = 1 x, 0 < x < 1, untuk 

mendapatkan 

 
 

Untuk menghitung integral, perhatikan integral kontur 

berikut: 

 
 

di mana C terdiri dari dua lingkaran tentang asal-usul jari-

jari R dan  masing-masing, yaitu bergabung di sepanjang 
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sumbu real negatif dari -R ke -. Bergerak di sepanjang 

lingkaran luar yang berlawanan arah jarum jam, dan 

sepanjang lingkaran dalam searah jarum jam. Oleh teorema 

residu 

 
 

Pada saat 1xz −   memiliki nilai pokoknya. Dengan demikian 

 
 

Kita ambil R→dan 0→ , sehingga integral pertama 

dan ketiga cenderung nol dan integral kedua dan gabungan 

keempat untuk 0 < x < 1. Hasil lengkap mengikuti 

kelanjutan analitik. 

 

 

e. Integral kontur ganda 

Kita telah melihat bahwa adalah mungkin untuk mengganti 

integral untuk ( )z sepanjang setengah garis dengan sebuah 

kontur integral yang konvergen untuk semua nilai z. Proses 

serupa dapat dilakukan untuk beta integral. 

 

Biarkan P menjadi sembarang titik antara 0 dan 1. Kami 

memiliki ekstensi Pochhammer berikut dari integral beta: 
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Di sini kontur dimulai dari P, melingkari titik 1 dalam arah 

positif (berlawanan arah jarum jam), kembali ke P, lalu 

mengelilingi titik asal ke arah positif, dan kembali ke P. 1−, 

0− menunjukkan bahwa sekarang jalur integrasi searah 

jarum jam, pertama sekitar 1 dan lalu 0. Rumus dibuktikan 

dengan metode yang sama dengan rumus Hankel. 

Perhatikan bahwa itu adalah benar untuk setiap kompleks x 

dan y: kedua ruas adalah seluruh fungsi dari x dan y. 

 

 

6.4 Fungsi hipergeometrik 

Definisi dan sifat utama Gauss ( )2 1 F F= , fungsi 

hipergeometrik dan secara singkat menyebutkan 

generalisasinya, 
p qF  digeneralisasi dan 

p q  dasar (atau q-) 

fungsi hipergeometrik. Pertama-tama kita akan menurunkan 

representasi integral pecahan Euler untuk hipergeometrik 

Gauss fungsi F, dari mana banyak identitas dan transformasi 

akan mengikuti. Kemudian kita berbicara tentang persamaan 

diferensial hipergeometrik, sebagai persamaan diferensial 

orde dua linier umum memiliki tiga titik singular reguler. 

Kami memperoleh hubungan bersebelahan yang dipenuhi 

oleh fungsi F. Akhirnya, kami menjelaskan pendekatan 

Barnes untuk fungsi hipergeometrik dan representasi 

integral kontur BarnesMellin untuk fungsi F (Kumar, 2020). 

a. Definisi 

Langsung dari definisi deret hipergeometrik nc , tentang 

memfaktorkan polinomial di n, kita peroleh: 
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Oleh karena itu, kita bisa mendapatkan definisi yang lebih 

eksplisit. 

 

• Definisi 2.1: Deret hipergeometrik (umum) didefinisikan 

oleh representasi deret berikut: 

 
Jika kita menerapkan uji rasio untuk menentukan 

konvergensi deret tersebut, 

 
maka kita dapatkan teorema berikut. 

 

• Teorema 2.2: Deret ( )1 1,  . . . ,  ;  ,  . . . ,  ;  p q p qF a a b b x  

konvergen mutlak untuk semua x jika p q  dan untuk  

1x   jika 1p q= + , dan itu berbeda untuk semua 

0 jika p>q+1x   dan seri tidak mengakhiri. 

Pembuktian: Jelas bahwa 1 0n nc c+ + → , dimana n →

jika .p q untuk p=q+1, lim n→  1 / ,n nc c x+ = dan untuk 

11, /n np q c c+ + →  dimana n → . Ini membuktikan 

teorema. 
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Kasus bahwa 1x = saat 1 p q= +  menarik. Di sini kita 

memiliki kondisi berikut untuk konvergensi. 

 

• Teorema 2.3: Bahwa deret ( )1 1 1 1,..., ; ,..., ;q q q qF a a b b x+ +

dengan 1x =  konvergen secara mutlak jika 

( ) 0.i ib a −    Deret konvergen bersyarat jika 

1ix e =   dan ( )0 1i ib a −  −   dan deret 

divergen jika ( ) 1i ib a −  −  . 

Pembuktian: Perhatikan bahwa faktorial yang digeser dapat 

dinyatakan sebagai rasio dari dua fungsi gamma: 

 
 

Dengan definisi fungsi gamma 

 
 

Koefisien suku ke-n dalam 
1q qF+

 

 
 

Dimana n → . Pernyataan tentang konvergensi dan 

divergensi mutlak segera menyusul. Bagian dari teorema 

tentang konvergensi bersyarat dapat dibuktikan dengan 

penjumlahan oleh bagian. Deret 2 1F  dipelajari secara 
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ekstensif oleh Euler, Pfaff, Gauss, Kummer dan Riemann. 

Contoh: 

 
 

Kumpulan contoh berikutnya menggunakan batasan: 
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Sebagai contoh ( ) ( )2 11 1,  1;2;log x x F x− = −  menunjukkan 

bahwa meskipun deret tersebut konvergen untuk 1x  , ia 

memiliki kelanjutan sebagai fungsi bernilai tunggal di 

bidang kompleks dari mana garis yang menghubungkan 1 ke 

  dihapus. Ini menggambarkan situasi umum; fungsi 2 1F

memiliki kelanjutan ke bidang kompleks dengan titik 

cabang di 1 dan . 

 

• Definisi 2.4: Fungsi hipergeometrik (Gauss) 

( )2 1 , ; ;F a b c x ditentukan oleh deret 

 

Untuk 1x  , dan dengan kelanjutan di tempat lain. 

 

 

6.5 Representasi integral Euler 

• Teorema 2.5: Jika c 0,  b   maka: 

 
Pada bidang x yang dipotong sepanjang sumbu nyata 

dari 1 sampai  . Di sini dipahami bahwa arg t = arg(1 

- t) = 0 dan (1 - xt)-a memiliki nilai pokoknya. 

Pembuktian: Dengan memperkirakan 1.x  ekspansikan 

( )1
a

xt
−

−  dengan teorema binomial 
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Sejak untuk 
( )1,  1b c b   − 

 dan deret 
1x 

 

 
 

konvergen seragam terhadap  0,1 ,t  kita dapat menukar 

urutan integrasi dan penjumlahan untuk nilai-nilai b, c dan 

x. Sekarang, gunakan integral beta untuk membuktikan hasil 

untuk 1x  . Karena integralnya analitik di bidang potong, 

teorema berlaku untuk x di wilayah ini juga; juga kami 

menerapkan analitik kelanjutan sehubungan dengan b dan c 

untuk sampai pada kondisi yang diumumkan dalam rumusan 

teorema. 

 

• Teorema 2.6: Untuk ( ) 0c a b − −   

 

Pembuktian: Perhatikan bahwa 1x −→  dalam integral 

Euler untuk 2 1F . Maka saat 0c b   dan 

( ) 0c a b − −   kita akan mendapatkan: 

 
Kondisi 0c b    dapat dihapus dengan kontinu. 
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6.6 Dua hubungan fungsional 

Fungsi hipergeometrik memenuhi sejumlah besar relasi. 

Yang paling sederhana dan yang jelas adalah simetrinya 

.a b  Mari kita buktikan dua hubungan lagi 

 
 

Hubungan pertama dibuktikan melalui perubahan variabel t 

= 1-s dalam rumus integral Euler. Relasi kedua mengikuti 

dengan menggunakan relasi pertama dua kali  

 

Deret kanan dalam transformasi Pfaff konvergen untuk 

( )/ 1 1x x −  . Ini kondisi tersirat oleh 1/ 2x  ; jadi kami 

memiliki kelanjutan dari deret ( )2 1 , ; ;F a b c x ke daerah ini 

dengan rumus Pfaff.  

 

Sekarang, mari kita tulis ulang transformasi Euler sebagai; 

 
 

Samakan koefisien xn di kedua sisi untuk mendapatkan 
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• Teorema 2.8: ( )  Pfaff Saalschutz−  

 
 

Identitas ( )  Pfaff Saalschutz− dapat ditulis sebagai 

 
 

Ini adalah identitas polinomial dalam a, b, c. Dougall (1907) 

mengambil pandangan bahwa kedua sisi ini persamaan 

adalah polinomial derajat n di a. Oleh karena itu, 

identitasnya benar jika kedua belah pihak sama untuk n + 1 

nilai yang berbeda dari a. Dengan metode yang sama ia 

membuktikan identitas yang lebih umum: 

 
 

Dimana 1  2 0a b c d e n+ + + + + + = dan n adalah bilangan 

bulat positif. Mengambil batas n → , maka kita akan 

mendapatkan; 
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Pada saat ( )1 0a b c d + + + +  , sekarang kita dapat 

mengambil / 2d a= −  untuk mendapatkan Rumus 

penjumlahan Dixon. 

 
 

 

6.7 Representasi integral kontur 

Representasi integral yang lebih umum untuk fungsi 

hipergeometrik 2F1 adalah integral loop yang didefinisikan 

oleh; 

 
 

Kontur dimulai dan berakhir pada t = 0 dan mengelilingi 

titik t = 1 di positif arah. Titik 1/x harus berada di luar 

kontur. Fungsi bernilai banyak dari integrand 

mengasumsikan cabang utamanya: arg(1-xt) cenderung nol 

ketika x → 0, dan arg t, arg(t-1) adalah nol pada titik di 

mana kontur memotong sumbu positif nyata (di sebelah 

kanan 1). 

 

Representasi alternatif melibatkan kontur yang mengelilingi 

titik 0: 

 
 

Menggunakan integral kontur loop ganda (atau 

Pochhammer) dapat diturunkan sebagai berikut: perwakilan 
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6.8 Persamaan diferensial hipergeometrik 

Mari kita perkenalkan operator diferensial 
d

x
dx

 = , kita 

mempunyai  

( ) ( )1 1n nc x n n c x  + − = + −  

 

Sehingga 

 
 

Dalam bentuk eksplisit tertulis 

 
 

Ini adalah persamaan diferensial hipergeometrik, yang 

diberikan oleh Gauss. 

Sangat mudah untuk menunjukkan bahwa, selain F(a,b;c;x), 

solusi kedua diberikan oleh; 
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Ketika c = 1 tidak memberikan solusi baru, tetapi, secara 

umum, solusi kedua ternyata bentuknya 

 
 

Dimana P dan Q bebas dari x. Untuk mencari P dan Q kita 

substitusikan z = 0 dan z = 1. Jika kita juga menggunakan 

Pfaff dan Euler transformasi kita bisa mendapatkan daftar 

hubungan berikut: 

 

 
Dimana  

 
 

 

6.9 Pemisahan variabel dan fungsi khusus 

Pada sub bab  ini adalah tentang beberapa aplikasi fungsi 

khusus. Ini juga akan memberikan beberapa jawaban untuk 

pertanyaan: Dari mana fungsi khusus berasal? Fungsi 

khusus biasanya muncul ketika memecahkan persamaan 

diferensial parsial linier (PDE), seperti persamaan panas, 
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atau ketika memecahkan masalah spektral yang muncul 

dalam mekanika kuantum, seperti menemukan fungsi eigen 

dari Sch¨odinger operator. Banyak persamaan semacam ini, 

termasuk banyak PDE fisika matematika dapat diselesaikan 

dengan metode Separation of Variables (SoV). Kami akan 

memberikan pengantar untuk metode yang sangat kuat ini 

dan juga akan melihat bagaimana itu cocok dengan teori 

fungsi khusus. 

 

• Definisi 1: Pemisahan Variabel M adalah transformasi 

yang membawa fungsi ( )1,..., nx x  dari banyak variabel 

ke dalam bentuk faktor 

 

Fungsi dari ( )j jy  biasanya beberapa fungsi khusus 

yang diketahui dari satu variabel. Transformasi M dapat 

berupa perubahan variabel dari {x} menjadi {y}, tetapi 

juga dapat berupa integral mengubah. Biasanya fungsi 

ψ memenuhi PDE linier sederhana. 

 

a. Pemisahan Variabel untuk persamaan panas 

Biarkan fungsi bernilai kompleks q(x, t) memenuhi 

persamaan panas 

 
 

di mana q1(x) dan q2(t) diberikan fungsi yang meluruh 

cukup cepat untuk x besar dan t besar, masing-masing. Bagi 

persamaan dengan q(x, t) dan tulis ulang sebagai; 
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yang merupakan pemisahan variabel, karena ada solusi 

faktorisasi dari dua persamaan terakhir: 

 
 

Perhatikan bahwa ini memberikan solusi .k   Karena 

persamaan kami linier, berikut: integral juga merupakan 

solusi dari persamaan 

 
 

di mana L adalah beberapa kontur dalam bidang-k 

kompleks, dan fungsi ρ(k) (‘data spektral’) dapat dinyatakan 

dalam transformasi integral tertentu dari q1(x) dan q2(t), 

untuk memenuhi data awal. Ini hanyalah demonstrasi 

sederhana dari metode Pemisahan Variabel, juga disebut 

Prinsip Ehrenpreis bila diterapkan pada masalah semacam 

itu. 

 

b. Pemisahan Variabel untuk masalah kuantum 

Sekarang perhatikan masalah sederhana lain yang berasal 

dari mekanika kuantum, yaitu: masalah spektral linier untuk 

operator Schodinger stasioner yang menggambarkan 

keadaan terikat dari osilator harmonik 2 dimensi. Artinya, 

pertimbangkan ( ) ( )2 2

1 2,  x x L   yang merupakan fungsi 

eigen dari operator diferensial berikut: 
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Masalah ini dapat diselesaikan dengan aplikasi langsung 

dari metode SoV tanpa setiap transformasi perantara. Kita 

mendapatkan  

 
 

Kemudian 

 
 

Dimana  

 
 

Solusi kuadrat-terintegrasi dinyatakan dalam polinomial 

Hermite 

 
 

Perhatikan itu 
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Oleh karena itu, kita mendapatkan dasar dalam ( )2 2L  

 
 

Fungsi  
1 2n n merupakan himpunan fungsi ortogonal dalam 

2  

 
 

Setiap fungsi ( )2 2f L  dapat didekomposisi menjadi seri 

sehubungan dengan dasar ini fungsi: 

 
 

c. Pemisahan Variabel lain untuk masalah 

kuantum 

Mungkin mengejutkan pada awalnya, tetapi SoV tidak unik. 

Untuk menunjukkan ini, mari kita membangun solusi lain 

dari masalah osilator yang sama.  

Pertimbangkan fungsi ( ) :u  
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