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TINJAUAN MATA KULIAH

Pengantar Analisis Real merupakan cabang dari analisis
matematika yang membahas bilangan real dan fungsi-fungsi dalam
bilangan real. Analisis real dapat dianggap sebagai kalkulus lebih
mendalam, artinya materi pada kalkulus akan dibahas lagi dengan
sudut yang berbeda. Pengantar Analisis Real di program studi
pendidikan matematika FKIP Universitas Lambung Mangkurat
membahas himpunan, bilangan real, barisan, fungsi kontinu,
derivatif, dan integral Riemann.

Capaian Pembelajaran Mata Kuliah (CP-MK) Pengantar
Analisis Real mahasiswa mampu: mensintesis definisi yang
berhubungan dengan himpunan, bilangan real, barisan, fungsi
kontinu, derivatif, dan integral Rieman yang merupakan dasar
memahami materi selanjutnya (PP2, KU1); membuktikan teorema
yang berhubungan dengan himpunan, bilangan real, barisan, fungsi
kontinu, derivatif, dan integral Riemann secara mandiri dan
bertanggung jawab (PP2, SU8); menerapkan definisi dan teorema
yang berhubungan dengan himpunan, bilangan real, fungsi kontinu,
derivatif, dan integral Riemann dalam menyelesaikan masalah yang
sesuai (KU1, KK1). Prasyarat mata kuliah ini adalah lulus Pengantar

Dasar Matematika. ’
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MODUL 1
HIMPUNAN DAN FUNGSI
A. Pendahuluan

Himpunan dan fungsi merupakan dasar pengetahuan dalam
pengantar analisis real bahkan semua mata kuliah lainnya. Ibarat
bandara maka himpunan merupakan landasan dan fungsi merupakan
asesories pada landasan tersebut. Sehingga materi ini sangat penting
sebagai landasan materi analisis real. Semesta himpunan dan fungsi
terbatas pada bilangan real.

Setelah mempelajari materi dlam modul iini diharapkan
mahasiswa memahami aljabar himpunan dan fungsi secara umum. Pada
modul ini dibahas materi himpunan dan fungsi yang sering digunakan
pada materi pengantar analisis real.

Tujuan yang diharapkan setelah mempelajari modul ini,
mahasiswa dapat:

Menuliskan himpunan bagian dari bilangan real
Menentukan gabungan dari beberapa himpuan

Menentukan irisan dari beberapa himpunan

Menentukan komplemen suatu himpunan

Menentukan produk Cartesian dari himpunan yang diketahui
Membedakan antara domain, kodomain, dan range
Mengidentifikasi jenis fungsi jika diberikan suatu fungsi

Menentukan invers dari suatu fungsi

© © N o g R~ 0w DN

Menentukan fungsi komposisi

10. Menentukan invers dari fungsi komposisi

Penomoran halaman akan diedit oleh editor



A. Kegiatan Belajar 1

1.1 Himpunan

Pertama-tama diperkenalkan simbol dari jika x anggota dalam
himpunan A, ditulis x € A atau disebutkan bahwa x anggota A, atau
x termuat dalam A. Jika x tidak di dalam A, ditulis x ¢ A.

Jika setiap anggota dari himpunan A juga termuat dalam
himpunan B, dikatakan bahwa A adalah himpunan bagian dari B dan
ditulis A ¢ B atau B o A. Himpunan A adalah himpunan bagian sejati
dari himpunan B jika A c B, tapi ada setidaknya satu anggota dari
B yang tidak termuat dalam A yang disimbolkan A — B.

Berikut ini mengenai definisi dari hubungan dari beberapa

himpunan.

Definisi A-1
Dua himpunan A dan B dikatakan sama dan ditulis A = B, jika
keduanya memuat anggota-anggota yang sama.
Jadi untuk membuktikan bahwa himpunan A dan B adalah sama maka
harus dibuktikan bahwa A < B dan B c A.

Sebuah  himpunan  biasanya didefinisikan ~ oleh  salah
satu daftar anggota-anggotanya secara eksplisit, atau dengan sifat
khusus yang menentukan anggota-anggota sebuah himpunan.

Beberapa himpunan-himpunan khusus yang digunakan
dilambangkan dengan :

Himpunan bilangan asli N := {1, 2, 3, ...}
Himpunan bilangan bulat Z :={...,-1,0, 1, ...}
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Himpunan bilangan rasional Q :={m/n:m, n € Z and n # 0}

Himpunan bilangan real R.

Contoh A-1

1.

Suatu himpunan {x € N : x> - 3x + 2 = 0} terdiri
dari bilangan asli yang memenuhi persamaan yang ditetapkan.
Himpunan tersebut dapat dinyatakan lebih sederhana dengan {1, 2}.
Suatu bilangan asli n disebut genap jika berbentuk n =2k untuk
setiap k € N Himpunan bilangan asli genap dapat ditulis {2k : k €
N}, demikian pula, himpunan bilangan asli ganjil dapat ditulis {2k -
1:k € N}

Berdasarkan beberapa himpunan akan dibentuk himpunan baru.

Adapun caranya dengan melakukan operasi didasarkan pada arti kata-

kata "atau", "dan", dan "tidak".

Definisi A-2

(i) Gabungan himpunan A dan B adalah himpunan
AUB:={x: x € Aataux € B}
(it) Irisan himpunan A dan B adalah himpunan
ANB:={x:x € Adanx € B}
(iii) Komplemen relatif B terhadap A adalah himpunan
A\B:={x: x € Aandx € B} /
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Dengan diagram Venn yang disajikan pada Gambar 1.1-1 berikut

ini.

(a) A v B

(b) A N BEZ

Gambar A-1

Himpunan yang tidak memiliki

(c)A\B E

anggota disebut himpunan

kosong dan dilambangkan dengan symbol @. Dua himpunan A dan

B dikatakan saling lepas jika keduanya tidak memiliki anggota yang

sama, ini dapat dinyatakan dengan An B = @.

Berikut ini salah satu hukum De Morgan untuk tiga himpunan.

Teorema A-1 Jika A, B, C adalah himpunan, maka

(i) A\(B U C) = (A\B) n (A\0),
(i) A\(B n ) = (A\B) U (A\()

Bukti:

(i) Akan ditunjukkan bahwa setiap anggota A\(B U () termuat di
(A\B) dan (A\C), dan sebaliknya. Jika x di dalam A\(B U (),

maka x termuat di A, tapi x tidak termuat di B U C. Maka x

termuat di A, tetapi x bukan termuat di B maupun di C. Oleh

karena itu, x dalam A tetapi bukan B, dan x termuat di A
tetapi tidak termuat di C. Jadi x € A\B and x € A\C, yang

menunjukkan bahwa x € (A\B) n (A\C)

Sebaliknya, jika x € (A\B) n (A\C), maka x € (A\B) dan
x € (A\C). Sehingga x € Adan keduanya x¢ B and x¢C.
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Oleh karena itu, x € A and x¢(BuC)jadi xe A\(BUC)

Berdasarkan (*) dan (**) maka A\(B U C) = (A\B) n
(A\C), (terbukti)
(if) Latihan

Untuk kumpulan himpunan finit (AL A, Ayx),
gabungannya adalah himpunan A yang terdiri dari semua anggota yang
termuat di salah satu set Ay, dan irisannya terdiri dari semua anggota
yang termuat dalam setiap himpunan-himpunan Ax.

Ini  diperluas ke sebuah  kumpulan himpunan infinit
(ALAZ,..,,An, ) Gabungannya adalah sebuah himpunan yang anggota-
anggotanya dimiliki setidaknya salah satu himpunan A,. Dalam hal
ini ditulis

A, ={x:x € A, untuk beberapan € N}

n=1
Demikian pula, irisannya adalah himpunan yang anggota-
anggotanya milik semua himpunan An. Dalam hal ini ditulis

oo

A, ={x:x € A, untuk setiapn € N}

n=1

Berikut ini definisi dari produk Cartesian dari dua himpunan.

Definisi A-3
Jika A dan B adalah himpunan tak kosong, maka produk Cartesian A
x B dari A dan B adalah himpunan semua pasangan terurut (a, b)
dengana € Adanb € B.ArtinpaAxB:={(a,b):a€ A, beB}
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Jadi, jika A ={1,2,3} dan B = {1,5}, maka himpunan A x B adalah
himpunan yang anggota-anggotanya adalah pasangan terurut
(1,1),(1,5),(2,1),(2,5),(3,1),(3,5).

Sebagai contoh, jika A={xeR:1<x<2} dan

B.= {y eR:0<y<latau2<y< 3} maka digambarkan seperti di

bawah ini.
3_
.
AXxB
| _
Gambar 1 AXx 2
B. Latihan

1. Jika A dan B adalah himpunan, tunjukkan bahwa A c B jika dan
hanya jika AnB=A!

Kunci :

Dilihat dari gambar, diperoleh bahwa AUB=A+B-(ANB),

sehingga :
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ANB=A+B-(AUB)
> ANnB=A
ANB=A+B-(AUB)
Asumsikan benar AnB = A, sehingga :
B-(AUB)=0
< AuB=B
Maka,
AUB=A+B-(ANB)
& B=A+B-(ANB)
< 0=A-(ANB)
< AnB=A
Terbukti benar bahwa ANB = A.
» A= ANB
Dari rumus AnB = A+B—(AUB), diperoleh :
A=(AnB)-B+(AUB)
Asumsikan benar A= AnB, sehingga :
-B+(AUB)=0
< AuB=B
Maka,
A=(AnB)-B+(AUB)
< A=(AnB)-B+B
< A=ANB
Terbukti benar bahwa A= AN B.
Karena A B = Aterbukti dan A= A Bjuga terbukti, maka
ANnB < A
Jadi, terbukti bahwa A < B.
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2. Untuk setiap ne N, diberikan A, = {(n+1)k:k e N}
a. Apa A NnA,?
b. Tentukan himpunan U{A, :ne N} dan N{A :neN}!
Kunci :
a. A ={n+1k:keN}
neN,
n=1- A ={2k:keN}
={2,4,6,810,1214,...}
n=2—>A ={3k:keN}
={3,6,9121516,18,...}
A NA, =1{6,12182430,..}={6k:k e N}
b. A ={n+1k:keN}
Maka,

0

> U{A, :neN}=| JAuntukbebempane N

b
={2,4,6,810,12,14,16,18,...}
={2k:keN}
=A

> neN,

n=1—A ={2k:keN}
={2,4,6,8101214,...}

n=2—>A ={3k:keN}
={3,6,9121516,18,...|

n=3—- A, ={k:keN}
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= {4,812,16,20,24,28,32,...}
n=4—A, ={&k:keN}
={510,15,20,25,30,35,...}

n=k > A ={k+1k:keN}
Sehingga,

N{A, :ne N}:ﬁAnuntuksetiap neN

n=1

={2><3><4><5><6><---)k:ke N}
={nx(n+1)x(n+2)x(n+3)x(n+4)x---x(n+k): ke N}

:{nH(n+k):ke N}

)
k=1

C. Rangkuman

Simbol dari jika x anggota dalam himpunan A, ditulis x € A atau
disebutkan bahwa x anggota A, atau x termuat dalam A. Jika x tidak di
dalam A, ditulis x¢ A Jika setiap anggota dari himpunan A juga
termuat dalam himpunan B, dikatakan bahwa A adalah himpunan
bagian dari B dan ditulis A < B atau B o A. Himpunan A adalah
himpunan  bagian sejati  dari himpunan B jika A < B, tapi
ada setidaknya satu anggota dari B yang tidak termuat dalam A yang
disimbolkan A c B.

Dua himpunan A dan B dikatakan sama dan ditulis A = B, jika

keduanya memuat anggota-anggota yang sama. Jadi untuk
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membuktikan bahwa himpunan A dan B adalah sama maka harus
dibuktikan bahwa A < B dan B < A.

Jenis — jenis himpungan bilangan diantaranya adalah himpunan
bilangan asli N:= {1, 2, ...}, himpunan bilangan bulat Z:= {..., -1, 0, 1,

...}, himpunan bilangan rasional Q = {%:m,n €Z,n +# O}, dan

himpunan bilangan real R.
Gabungan himpunan A dan B adalah himpunan AUB:={x: x €
Aataux € B}. lrisan himpunan A dan B adalah himpunan A n
B:={x: x € Adanx € B}, komplemen relatif B terhadap A
adalah himpunan A\ B={x: x € Aandx € B}. Himpunan yang
tidak memiliki anggota disebut himpunan kosong dan dilambangkan
dengan simbol @. Dua himpunan A dan B dikatakan saling lepas jika
keduanya tidak memiliki anggotayang sama, ini dapat
dinyatakan dengan AN B = @.

Jika A dan B adalah himpunan tak kosong, maka produk
Cartesian A x B dari A dan B adalah himpunan semua pasangan terurut
(a,b)dengana € Adanb € B. Artinya,

AxB:={(a,b):a€A beB}
D. Tes Formatif 1

Pilihlah salah satu sebagai jawaban yang tepat menurut kalian

1. Himpunan bagian di bawah ini merupakan himpunan bagian dari
bilangan real, kecuali:
a. Himpunan bilangan asli
b. Himpunan bilangan irrasional

c. Himpunan bilangan rasional
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d. Himpunan bilangan kompleks

Jika N adalah himpunan bilangan asli dan R adalah himpunan
bilangan real, maka irisan dan gabungan dari dua himpunan tersebut
adalah...

a. Himpunan kosong dan himpunan bilangan real

b. Himpunan bilangan asli dan himpunan kosong

c. Himpunan bilangan asli dan himpunan bilangan real

d. Himpunan bilangan kosong dan himpunan bilangan asli
Banyak anggota dari produk Cartesian dari A ={x<

10: x bilangan ganjil} dan B = {x < 10:x bilangan genap}

adalah...
a. 25
b. 10
c. 5

d O

Diberikan himpunan bilangan rasional dan irrasional maka irisannya
adalah,,,

a. Himpunan bilangan rasional

b. Himpunan bilangan irrasional

c. Himpunan bilangan real

d. Himpunan kosong

Diberikan himpunan bilangan rasional dan irrasional maka
gabungannya adalah,,,

a. Himpunan bilangan rasional

b. Himpunan bilangan irrasional

¢. Himpunan bilangan real

d. Himpunan kosong
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Cocokkanlah jawaban kalian untuk soal-soal di atas dengan kunci
jawaban Tes Formatif 1 yang terdapat pada akhir modul ini. Hitung
jumlah jawaban yang benar dan gunakan rumus di bawah ini untuk
mengetahui penguasaan kalian terhadap materi Kegiatan Belajar 1

jumlah jawaban yang benar

Tingkat penguasaan = 10 x 100%
Arti tingkat penguasaan yang kalian capai:
90% - 100% Baik sekali
80% - 89% Baik
70% - 79% Cukup
< 70% Kurang

Kalau kalian belum memcapai penguasaan minimal 80% sebaiknya
ulangi kegiatan belajar 1, terutama bagian yang belum dikuasai, tetapi
jika sudah mencapai penguasaan minimal 80% maka lanjutkan belajar
ke kegiatan selanjutnya.

E. Kegiatan Belajar 2

1.1 Fungsi

Untuk ahli matematika pada awal abad ke sembilan
belas, kata "fungsi" berarti formula yang pasti, seperti f (x): = x? + 3x-5,
yang menghubungkan masing-masing bilangan real x bilangan f(x) lain.
(Di sini, f(0)=-5, f(1)=-.1, f(5) =35}.

Definisi yang ditinjau kembali seperti : Sebuah fungsi f dari
himpunan A ke himpunan B adalah aturan korespondensi yang
memberikan untuk setiap anggota x di A, sebuah keunikan ditentukan
f(x) di B.
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Definisi E-1
Misalkan A dan B sebuah himpunan. Kemudian fungsi dari A ke B
adalah f pasangan terurut di Ax B di mana x sedemikian rupa
sehingga untuk setiap a e A terdapat sebuah kekhususan b e B
dengan (a,b)e . (Dengan kata lain, jika (a,b)e f dan (a,b')e f
,maka b=D").
Himpunan A dari anggota-anggota pertama fungsi f disebut domain f dan
sering dilambangkan dengan D(f ) Himpunan semua anggota kedua di
f disebut range dari f dan sering dilambangkan dengan R(f ) Perhatikan
bahwa, meskipun D(f)=A, kita hanya memiliki R(f)c B. (Lihat
Gambar 1.2.1.)
Simbolnya f:A—>B

e — A=D(f) J—

Gambar E-1 Sebuah Fungsi sebagai Grafik
Jika b= f(a), kita sering menyebut b sebagai nilai dari f di a,

atau sebagai gambar di bawah f.
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Selain menggunakan grafik, fungsi dapat digambarkan sebagai
suatu transformasi dari himpunan D(f)= A ke himpunan R(f)c B.
Dalam ungkapan ini, jika (a,b)e f, kita berpikir tentang f mengambil
anggota dari A dan "mengubah” atau "memetakan” itu menjadi sebuah
anggota b = f(a) dalam R(f)c B. Kita sering menggambar diagram,

seperti Gambar 1.2.2, bahkan ketika himpunan A dan B bukan himpunan
bagian dari bidang.

b =f(a)

Gambar E-2 Fungsi sebagai Transformasi
Misalkan f : A— B menjadi fungsi dengan domain D(f)= A
dan range R(f)c B

Definisi E-2
Jika E adalah himpunan bagian dari A, maka direct image dari

E di fadalah himpunan bagian f(E) dari B yang diberikan oleh
R(E):={f(x): x € E}.
Jika H adalah himpunan bagian dari B, maka inverse image H

di f adalah himpunan bagian f‘l(H) dari A diberikan oleh
f2(H)={xeA: f(x)eH}.
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Contoh E-1

1.

Misalkan f : R — R didefinisikan oleh f(x):: x>. Maka direct
image  dari himpunan E:={x:0<x<2} adalah himpunan
f(E)={y:0<y<4}.

Jika G :={y:0 < y < 4} maka direct image dari G adalah himpunan
f(G):={x:-2<y<2}. Jadi, dalam hal inidapat dilihat bahwa
f*(f(E))=E.

Di sisi lain, f(f ‘l(G)):G . Tetapi jika H :={y:-1<y <1} maka
f(f3(H))={y:0<y<1}=H.

Misalkan f : A— B, dan misalkan G, H menjadi himpunan bagian
dari B.

Akan dibuktikan bahwa f (G H)c f *(G)n f*(H)

Bukti :

Jika X e f‘l(Gm H), maka f(x) € G N H, sehingga f(x) € G dan
f(x) € H. Tapi ini menyiratkan bahwa x € f *(G)x dan x € f *(H)

,dimana xe f*(G)n f*(H)

Definisi-definisi berikut mengidentifikasi beberapa jenis fungsi

yang sangat penting.
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Definisi E-3 Misalkan f : A — B adalah fungsi dari A ke B.

(i) Fungsi f dikatakan injektif (atau menjadi satu-satu) jika untuk
setiap x1 # x> maka f(x, )= f(x,). Jika f adalah fungsi injektif
dapat dikatakan bahwa f adalah sebuah injeksi.

(if) Fungsi f dikatakan surjektif (atau memetakan ke B) jika f(A) =
B, vyaitu, jika range R(f) = B. Jika f adalah fungsi surjektif,
dikatakan bahwa f sebuah surjeksi

(iii) Jika f adalah injektif dan surjektif, maka f dikatakan bijektif. Jika
f adalah bijektif maka f adalah bijeksi.

Untuk membuktikan bahwa fungsi f adalah injektif dapat juga
dengan membuktikan untuk setiap x4, x, di A, jika f(x;) = f(x,) maka
X1 = Xy
Untuk membuktikan bahwa fungsi f adalah surjektif, cukup buktikan
untuk setiap b € B terdapat setidaknya satu x € A sedemikian sehingga
f(x) = b.

Contoh E-2
Misalkan A={xeR:x=1 dan didefinisikan

f(x):=2x/(x~1) untuk semua x € A. Untuk menunjukkan bahwa f
adalah injektif, ambil sebarang x1 dan x> di A dan mengasumsikan bahwa
f(x,)= f(xz)sehingga% = %yang menyiratkan bahwa x1 (x2 - 1)
= X2 (X1 - 1), dan X1 = X2. Oleh karena itu f adalah injektif.

Untuk menentukan range dari f, diselesaikan persamaan

y = 2x/(x—1)untuk x dalam y. Kita memperoleh x=y/(y—2), yang
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mengandung arti untuk y # 2. Jadi range dari f adalah himpunan
y:={y e R:y = 2}. Jadi, f adalah bijeksi A ke B.

Jika f adalah bijeksi, kemudian pertukaran ini menjadikan sebuah

fungsi, disebut "invers fungsi" dari f.

Definisi E-4
Jika f: A — B adalah bijeksi dari A ke B, maka g:= {(b, a) € B xA:

(a, b) € f} adalah fungsi pada B ke A. Fungsi ini disebut invers fungsi
dari f, dan dilambangkan dengan f'. Fungsi f ‘juga disebut

invers dari f.

Kami juga dapat mengungkap hubungan antara f dan invers f "nya,
dengan mencatat bahwa D(f)=R(f*) dan R(f)=D(f *) dan bahwa
b = f(a) jika dan hanya jika a = f (b).

Contoh E-3

Berdasarkan contoh di atas bahwa fungsi f(x) = — %adalah
bijeksi A :={x € R:x=1}ke himpunan B := {y € R: y#2}. Invers fungsi
untuk f diberikan oleh f~1(y) := nyz untuk y € B.

Dua fungsi f, g pertama kali menemukan f(x) dan kemudian
menerapkan g untuk mendapatkan g(f (x)), namun, ini hanya mungkin
ketika f(x) termuat dalam domain g. Untuk dapat melakukan ini untuk

semua f(x), kita harus mengasumsikan bahwa range f yang terkandung
dalam domain g. (Lihat Gambar 1.2.3)
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Definisi E-5

Jika f:A—>Bdan f:B—>C, dan jika R(f) < D(g) = B, maka
fungsi komposit go f adalah fungsi dari A ke C yang didefinisikan
oleh (g o f) (x) : = g(f (x)) untuk semua x € A.

Contoh E-4

1.

Urutan komposisi harus dicatat hati-hati. Sebab, misalkan f dan g
adalah fungsi yang nilai-nilainya pada x € R diberikan oleh f(x): =
2x dan g(x): = 3x? - 1.

Karena D(g) =R dan R(f) = R = D (g), maka D domain (G- F) juga
sama dengan R, dan fungsi komposit GoF diberikan oleh
(gof)(x) =3(2x)> — 1 = 12x*-1

AN s

-

gof

Gambar E-3 Komposisi f dan g

Di sisi lain, domain dari fungsi komposit f o g adalah R juga, namun
(fog)(x) 2(3x?- 1) = 6x% - 2.

Jadi, dalam hal ini, go f# fogQ.

Dalam mempertimbangkan g o f, beberapa ketelitian harus

dilakukan untuk memastikan bahwa range f yang termuat dalam

domain g. Sebagai contoh, jika
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f(x):=1-x2 dan g(x) :=+x
dimana D(g) = {x: x > 0}, fungsi komposit g o f diberikan oleh
rumus

(9o () =V1—x?

hanya untuk x € D (f) yang memenuhi f (x) > 0, yaitu, untuk x
memenuhi —1< X <1.Jika komposisi f o g diberikan oleh rumus
(fog)x) = 1-x
tapi hanya untuk x dalam domain D(g) = {x : x> 0}.

Teorema berikut ini memberikan hubungan antara fungsi

komposisi dan inverse image.

Teorema E-1

Misalkan f: A — B dan g: B — C fungsi dan misalkan H himpunan

bagian dari C. Maka (g o f)™*(H) = f~(g™*(H))
Bukti : Latihan

Jika f:A—B adalah fungsi dan jika A; A, kita dapat

mendefinisikan fungsi f;: A; — B oleh fi (x) :=f(X) untuk x €
A:1. Fungsi f; disebut pembatasan f ke A:. Kadang-kadang disimbolkan
oleh fy = f | AL Sebagai contoh, jika f: R — R adalah fungsi kuadrat : f
(x) := x% untuk x € R, maka f tidak injektif, sehingga f tidak dapat

memiliki fungsi invers. Namun, jika membatasi f untuk himpunan

A = {x: x>0}, maka pembatasan f|A, adalah bijeksi A; onto As. Oleh

karena itu, pembatasan ini memiliki fungsi invers, yang merupakan

fungsi akar kuadrat positif.
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F. Latihan

Misalkan S := {1,2}and T :={a,b,c}
a. Gambarkan injektif yang berbeda dari S ke T.
b. Gambarkan surjektif yang berbeda dari T satu-satu ke S.

Kunci :
Diketahui : S := {1,2}danT :={a,b,c}
a. Gambar fungsi injektif yang berbeda dari Ske T

| ——
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b. Gambarkan surjektif yang berbeda dari T satu-satu ke S.

G. Rangkuman

Misalkan A dan B sebuah himpunan. Kemudian fungsi dari A ke
B adalah f pasangan terurut di A x B di mana x sedemikian rupa sehingga
untuk setiap a € A terdapat sebuah kekhususan b € B dengan (a,b)e f
. (Dengan kata lain, jika (a,b)e f dan (ab)e f, maka b="0)
Himpunan A dari anggota-anggota pertama fungsi f disebut domain f dan

sering dilambangkan dengan D(f ) Himpunan semua anggota kedua di

f disebut range dari f dan sering dilambangkan dengan R(f ) Perhatikan
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bahwa, meskipun D(f)= A, kita hanya memiliki R(f)c B. Simbolnya
f:A>B

Jika E adalah himpunan bagian dari A, maka direct image dari E
di f adalah himpunan bagian f(E) dari B yang diberikan oleh
R(E):={f(x): xe E}Jika H adalah himpunan bagian dari B, maka
inverse image H di f adalah himpunan bagian f‘l(H) dari A diberikan
oleh f*(H)={xeA: f(x)eH}

Fungsi f dikatakan injektif (atau menjadi satu-satu) jika untuk
setiap x1 # x» maka f(x,)#= f(x,). Jika f adalah fungsi injektif dapat
dikatakan bahwa f adalah sebuah injeksi. Fungsi f dikatakan surjektif
(atau memetakan ke B) jika f(A) = B, yaitu, jika range R(f) = B. Jika f
adalah fungsi surjektif, dikatakan bahwa f sebuah surjeksi . Jika f adalah
injektif dan surjektif, maka f dikatakan bijektif. Jika f adalah bijektif
maka fadalah bijeksi.

Jika f:A—>B adalah bijeksi dari A ke B, maka
g:={b,a)eBxA:(ab)e f}
adalah fungsi pada B ke A. Fungsi ini disebut invers fungsi dari f, dan
dilambangkan dengan f . Fungsi f juga disebut invers dari f.

Jika f:A—>Bdan f:B—C, dan jika R(f) c D(g) = B, maka
fungsi komposit g o f adalah fungsi dari A ke C yang didefinisikan oleh
(gof) (x):=g(f (X)) untuk semua x € A.
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H. Tes Formatif 2

Pilihlah salah satu sebagai jawaban yang tepat menurut kalian

0,jika x rasional

. . . maka domain,
1,jika x irrasional

1. Jika diketahui fungsi f(x) ={

kodomain, dan range berturut-turut adalah...

a. Himpunan bilangan real, himpunan bilangan real, himpunan
bilangan real

b. Himpunan bilangan real, himpunan bilangan rasional, {0,1}

c. Himpunan bilangan real, himpunan bilangan irrasional, {0,1}

d. Himpunan bilangan real, himpunan bilangan real, {0,1}

0,jika x rasional

1,jika x irrasional adalah...

2. Jenis fungsi dari f(x) = {

a. Injektif
b. Surjektif
c. Bijektif

d. Bukan semuanya

2x+5
8x—10

3. Jika diketahui fungsi f(x) =

10 . .
X F = maka invers fungsi

tersebut adalah...

A
b. [ =T x#
c. iy = 58;1:)23',x = —§
RIORE R
1, x>0

4. Diberikan f(x)={ dan f(x)=5x maka (gof)(x)

2,x<0
adalah...
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1, x>0
a. f(x):{2x<0

5x >0
b. £(x) ={10xx <0

10,x = 0
. f(x)={5x<0

d. Tidak terdefinisi
5. Invers dari (fog)(x) jika f(x) =1 —x? dan g(x) = +/x adalah...

a. (fog)'(=1-y
b. (fog)'() =1+y
c. (fog)'(N=-1-y
d (fog) 'O =1+y

Cocokkanlah jawaban kalian untuk soal-soal di atas dengan kunci
jawaban Tes Formatif 2 yang terdapat pada akhir modul ini. Hitung
jumlah jawaban yang benar dan gunakan rumus di bawah ini untuk
mengetahui penguasaan kalian terhadap materi Kegiatan Belajar 2

, jumlah jawaban yang benar
Tingkat penguasaan = 10 x 100%

Acrti tingkat penguasaan yang kalian capai:

90% - 100% Baik sekali

80% - 89% Baik

70% - 79% Cukup
<70% Kurang

Kalau kalian belum memcapai penguasaan minimal 80% sebaiknya
ulangi kegiatan belajar 2, terutama bagian yang belum dikuasai, tetapi
jika sudah mencapai penguasaan minimal 80% maka lanjutkan belajar

ke modul selanjutnya.
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I. Kunci Jawaban Modul 1
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MODUL 2
HIMPUNAN FINIT-INFINIT DAN INDUKSI MATEMATIKA

A. Pendahuluan

Modul ini membahas himpunan finit-infinit dan induksi
matematika. Pada modul 1 kegiatan belajar 1 sudah dibahas himpunan
secara umum. Himpunan pada modul ini dibahas berdasarkan sudut
pandang analisis. Adapun induksi matematika adalah metode yang
sering digunakan dalam membuktikan lemma dan teorema pada materi
berikutnya. Induksi matematika merupakan metode pembuktian dimana
semestanya adalah himpunan bilangan asli.

Tujuan yang diharapkan setelah mempelajari modul ini,
mahasiswa dapat:
Membedakan himpunan finit atau infinit
Menentukan himpunan denumerable
Menentukan himpunan countable
Menentukan himpunan uncountable
Menggunakan teorema untuk menentukan himpunan countable

Memilih nilai n sebagai dasar dari induksi matematika

N o a s~ w D oe

Menggunakan induksi matematika untuk membuktikan jumlah dari

suku ke-n

©o

Membuktikan suku ke-n dari suatu barisan dengan induksi
9. Membuktikan jumlah suku ke-n dari barisan yang diberikan dengan
menggunakan induksi matematika

10. Memilih nilai n sebagai basis dari induksi matematika
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B. Kegiatan Belajar 1
1.3 Himpunan Finit dan Himpunan Infinit
Pengertian tentang “finit” dan “infinit” sangat sempit, dan sangat
mungkin mahasiswa belum pernah mengetahui pengertian ini dengan
baik. Pada bagian ini akan mendefinisikan istilah-istilah tersebut dan
beberapa istilah berkenaan dengan himpunan yang dihubungkan dengan
fungsi.
Definisi B-1
(i) Himpunan kosong @ disebut mempunyai 0 anggota
(i) Jika n € N himpunan S mempunyai n anggota jika terdapat
pemetaan bijektif dari himpunan N,, :={1,2,---,n } ke S.
(iii) Suatu himpunan S disebut finit jika S himpunan kosong atau yang
mempunyai n anggota untuk n € N.
(iv) Himpunan S disebut infinit jika tidak finit.
Karena invers dari pemetaan bijektif adalah pemetaan bijektif, maka
dapat dikatakan bahwa himpunan S memiliki n anggota jika dan hanya
jika terdapat pemetaan bijektif dari himpunan S ke himpunan
{1,2,--,n}. Demikian pula, karena komposisi dari dua pemetaan bijektif
adalah pemetaan bijektif, kita lihat bahwa suatu himpunan S;
mempunyai n anggota jika dan hanya jika terdapat suatu pemetaan
bijektif dari S; ke himpunan S, yang memiliki n anggota. Selanjutnya,
sebuah himpunan T; finit jika dan hanya jika terdapat pemetaan bijektif

dari T; ke himpunan lain T, yang finit.

Teorema B3-1 Teorema Ketunggalan
Jika S adalah himpunan finit, maka jumlah anggota dalam S adalah

bilangan unik (tunggal) di N.
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Teorema 1.3-2

N himpunan bilangan asli adalah himpunan infinit.

Selanjutnya beberapa sifat dasar himpunan finit dan infinit.

Teorema B3-3

(i) Jika A adalah himpunan dengan m anggota dan B adalah
himpunan dengan n anggota dan jika A N B = @, maka A UB
mempunyai anggota m + n.

(i) Jika A adalah himpunan dengan anggota m € N dan C € A
adalah suatu himpunan dengan satu anggota. Maka A \ C
adalah himpunan dengan anggota m — 1.

(iii) Jika C adalah himpunan infinit dan B adalah himpunan finit
maka C \ B adalah himpunan infinit.

Bukti :

(i) Misalkan f menjadi bijektif dari N,, ke A, dan g suatu pemetaan
bijektif dari N,, ke B. Kita definisikan h pada N,,,,,, dengan (i)
= f()untuki=1,. . .,mdan h(i):= g(i—m) untuk i =
m+1, ..., m+n.

Kita tinggalkan sebagai latihan untuk menunjukkan bahwa h
bijektif dari N,,,,.,, ke AU B.
Pembuktian (b) dan (c) latihan
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Himpunan bagian dari himpunan finit juga finit, tetapi

pernyataan tersebut harus dibuktikan demikian juga himpunan yang

infinit.

Teorema 1.3-4 Misalkan S dan T suatu himpunandanT € S

(1

(i)
Bukti :

()

(i)

Definis

Jika S himpunan finit, maka T himpunan finit.

Jika T himpunan infinit, maka S infinit.

JikaT = @ maka T adalah himpunan finit. Selanjutnya digunakan
induksi matematika untuk membuktikannya anggota bilangan S.
Jika S mempunyai satu anggota, maka himpunan bagian tak
kosong T dari S adalah S sendiri, sehingga T adalah himpunan
finit. Misalkan setiap himpunan bagian tak kosong dari suatu
himpunan dengan anggota k adalah finit. Sekarang, misalkan S
adalah himpunan yang mempunyai k + 1 anggota (sehingga
terdapat f bijektif pada N,,; ke S, dan misalkan T € S. Jika
f(k+1) ¢ T, maka T dapat dinyatakan sebagai himpunan
bagian dari himpunan S; := S\ {f(k + 1)}, yang mempunyai k
anggota. Berdasarkan hipotesis T adalah himpunan finit.

Disisi lain, jika f(k+1)€T, maka T;:= T\ {f(k+ 1)}
adalah himpunan bagian dari S;. Karena S; memiliki k anggota,
hipotesis induksi menyiratkan bahwa T; adalah himpunan finit
sehingga T :=T; U {f(k + 1)} juga himpunan finit.

(b) Pernyataan ini kontraposisi dari pernyataan (a).

i1.3-2
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(i) Himpunan S disebut denumerable (atau countable infinit) jika
terdapat suatu pemetaan bijektif N ke S.
(if) Himpunan S disebut countable jika finit atau denumerable

(iif)Himpunan S disebut uncountable tidak countable

Contoh B3-1

1. Himpunan E :={2n:n € N} dari bilangan asli genap adalah
denumerable, karena pemetaan f : N — E didefinisikan oleh f(n)
:=2n untuk n € N bijektif N ke E. Demikian pula, himpunan O
:={2n — 1 : n € N} dari bilangan asli ganjil adalah denumerable

2. Z himpunan semua bilangan bulat adalah denumerable.
Untuk menunjukkannya, dapat dibuat suatu pemetaan bijektif
N ke Z , dengan cara sebagai berikut : 1 dipetakan ke 0. Kita
memetakan himpunan bilangan asli genap ke himpunan bilangan
bulat positif, dan kita memetakan himpunan bilangan asli ganjil ke
bilangan bulat negatif. Pemetaan ini dapat ditampilkan dengan
pencacahan:

Z=1{0,1,-1,2,-2,3,-3,. ..}

3. Gabungan dari dua himpunan denumerable adalah himpunan
denumerable
Jika A ={a,,a,,as,.. .} dan B = {by, b,, bs,. . .}, kita dapat
menghitung anggota dari A U B sebagai :

aq, by,a,,by,a3,bs,. . .

Teorema 1.3-5 Misalkan S dan T adalah himpunan, makaT < §
(i) Jika S himpunan countable, maka T countable.

(it) Jika T himpunan uncountable, maka S uncountable.
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Bukti : latihan

C. Latihan

Misalkan S dan T suatu himpunandan T < S. Jika S himpunan finit

maka T himpunan finit

Jawaban :

JikaT = @, maka T himpunan finit. Sekarang kita misalkan T # @

. kita menggunakan induksi matematika sebagai berikut:

a.

Jika S mempunyai n anggota, maka himpunan bagian tak
kosong T dari S adalah S sendiri, sehingga T merupakan
himpunan finit.

Misalkan setiap himpunan bagian tak kosong dari suatu
himpunan dengan k anggota adalah himpunan finit.
Selanjutnya, misalkan S suatu himpunan yang mempunyai (k +
1) anggota. Ini berarti terdapat suatu pemetaan bijektif f dari
N1 ke S.

Jika f(k + 1) € T, maka T dapat dinyatakan sebagai himpunan
bagian dari himpunan S; = S\ {f(k + 1)} yang memnpunyai
k anggota (teorema 1.3.4 b). Berdasarkan hipotesis (b) maka T
adalah himpunan finit.

Jika f(k+1)eT, maka T, =T\{f(k+1)} adalah
himpunan bagian dari S;. Karena S; mempunyai k anggota,
maka menurut hipotesis (b) T; merupakan himpunan finit. Hal

ini mengakibatkan T = T; U {f (k + 1)} juga himpunan finit.
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Bukti tidak formal

Misalkan :
S={a,b}makaT ={ },{a, b} {a} {b}
S={ab,c} maka T =

{ }a}{b}{c}t{a b}{a,c},{b,c}{ab,c}

Bila S mempunyai k anggota maka T mempunyai 2% anggota
dan

Bila S mempunyai (k+1) anggota maka T mempunyai 2k*1
anggota.

Sehingga, jika S mempunyai himpunan finit maka T juga

himpunan finit.

D. Rangkuman

Himpunan kosong @ disebut mempunyai 0 anggota, Jikan € N
himpunan S mempunyai n anggota jika terdapat pemetaan bijektif dari
himpunan N,, :={1,2,:--,n } ke S, Suatu himpunan S disebut finit jika S
himpunan kosong atau yang mempunyai n anggota untuk n € N.
Himpunan S disebut infinit jika tidak finit.

Himpunan S disebut denumerable (atau countable infinit) jika
terdapat suatu pemetaan bijektif N ke S. Himpunan S disebut countable
jika finit atau denumerable, Himpunan S disebut uncountable tidak
countable
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E. Tes Formatif 1

Pilihlah salah satu sebagai jawaban yang tepat menurut kalian
1. Pernyataan di bawah ini merupakan himpunan finit dan infinit
a. {ab,..,z}dan{1,3,5,...}
b. Himpunan bilangan ganjil dan himpunan bilangan asli
c. Himpunan bilangan genap dan himpunan bilangan asli
d. Himpunan bilangan rasional dan himpunan bilangan real
2. Berikut ini merupakan A himpunan denumerable kecuali...
a. Himpunan bilangan ganjil
b. Himpunan bilangan real
c. Himpunan bilangan asli
d. Himpunan bilangan rasional
3. Himpunan di bawah ini yang merupakan himpunan countable
adalah...
a. {0<x<1:xeR}
b. {-1<x < 1:xeR}
c. {0,1}
d. {0 <x < 1:xeR}
4. Diberikan A = {2n:n € N} maka A merupakan himpunan...
a. Denumerable
b. Countable
c. Infinit
d. Uncountable
5. Jika A dan B adalah himpunan bagian dari himpunan bilangan real,
A € B dan A countable. Pernyataan yang salah mengenai himpunan
B adalah...
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a. Himpunan countable
b. Himpunan uncountable
c. Himpunan denumerable

d. Himpunan infinit

Cocokkanlah jawaban kalian untuk soal-soal di atas dengan kunci
jawaban Tes Formatif 1 yang terdapat pada akhir modul ini. Hitung
jumlah jawaban yang benar dan gunakan rumus di bawah ini untuk
mengetahui penguasaan kalian terhadap materi Kegiatan Belajar 1

jumlah jawaban yang benar

Tingkat penguasaan = 10 x 100%
Arti tingkat penguasaan yang kalian capai:
90% - 100% Baik sekali
80% - 89% Baik
70% - 79% Cukup
<70% Kurang

Kalau kalian belum memcapai penguasaan minimal 80% sebaiknya
ulangi kegiatan belajar 1 terutama bagian yang belum dikuasai, tetapi
jika sudah mencapai penguasaan minimal 80% maka lanjutkan belajar

ke kegiatan selanjutnya.

F. Kegiatan Belajar 4
1.4 Induksi Matematika

Induksi matematika adalah metode yang pembuktian yang sering

digunakan dari pernyataan bilangan asli.
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Definisi 1.4-1 Sifat Well-Ordering dari N
Setiap himpunan bagian tak kosong dari N memiliki anggota
terkecil. Dengan kata lain jika S adalah himpunan bagian dari N
dan jika S # @, maka terdapat seperti m € S yang m < k

untuk semua k € S.

Teorema F4-1 Prinsip Induksi Matematika Misalkan S adalah
himpunan bagian dari N yang prosesnya terdiri dari dua sifat:
(i) Bilangan1 € S
(i) Untuksetiapk € N, jikak € S,makak + 1 € S.
Bukti :
Misalkan yang bertentangan bahwa S # N. Kemudian set N \
S tidak kosong, sehingga dengan Prinsip Sifat Well-Ordering memiliki
sebuah anggota m yang paling kecil. Dari 1 € S dengan hipotesis (1),
bahwa m > 1. Tapi ini menyiratkan m — 1 adalah sebuah bilangan
asli. Karenam — 1 < m dan karena m adalah anggota paling kecil dari
N sedemikian sehingga m ¢ S, kita menyimpulkan bahwa m — 1 €
S.
Sekarang untuk hipotesis (2) untuk anggota k := m — 1 di S,
untuk menyimpulkan bahwa k + 1 = (m — 1) + 1 = m milik S,
Tapi pernyataan ini bertentangan fakta bahwa m ¢ S. Karena m
diperoleh dari asumsi bahwa N \ S tidak kosong (kontradiksi). Oleh
karena itu harus S = N. (terbukti).
Prinsip Induksi Matematika sering dinyatakan bahwa : P (n)
adalah pernyataan yang berarti tentang n € N. Dalam konteks ini,

Prinsip Induksi Matematika dapat dirumuskan sebagai berikut.
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Untuk setiap n € N, misalkan P (n) pernyataan tentang n.
Misalkan bahwa:
(1) P (1) adalah benar
(2') Untuk setiap k € N, jika P (k) benar, maka P (k + 1) adalah
benar.
Maka P (n) benar untuk semuan € N.
Teorema F-2 Prinsip Induksi Matematika (versi kedua)
Misalkan n, € N dan misalkan P () menjadi pernyataan untuk
setiap bilangan asli n > n,. Misalkan bahwa:
(i) Pernyataan P (no) adalah benar.
kebenaran dari P(k + 1).

Maka P (n) benar untuk semua n > no. Kadang-kadang bilangan no dalam

(i) Untuk semua k > no, kebenaran dari P(k) menyiratkan

(1) disebut basis, karena ia berfungsi sebagai titik awal, dan implikasi di
dalam (2), yang dapat ditulis P (k) = P (k +1), disebut induksi, karena
menghubungkan k kasus ke kasus k + 1. Contoh berikut menggambarkan
bagaimana Induksi matematika digunakan untuk membuktikan

pernyataan tentang bilangan asli.

Contoh F-1

1. Untuk setiap n € N, jumlah n dari bilangan asli pertama diberikan
oleh

1+2+...+4n=%nn+1)

Untuk membuktikan rumus ini, misalkan S adalah himpunan semua
n € N untuk rumus yang benar. Kita harus memastikan bahwa
kondisi (1) dan (2) dari 1. 3. 2 memenuhi.
Jikan = 1, maka kita memiliki 1 = %.1.(1 + 1) sehingga 1 €
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S, dan (1) memenuhi. Selanjutnya, mengasumsikan bahwa k € S

dan ingin menyimpulkan dari asumsi bahwa k + 1 € S.

Kemudian, jika k € S, maka

1+24+...+4k =%k +1)
Jika kita menambahkan k + 1 untuk kedua sisi persamaan yang
diasumsikan, kita memperoleh
1+2+...+k+k+1D)=%kk+1)+k+1

=¥k + 1)k +

2) Dari ini dinyatakan rumus untuk n = k + 1, kita menyimpulkan

bahwa k +1 € S. Oleh karena itu, kondisi (2) dari 1. 3. 2 memenuhi.

Akibatnya, dengan prinsip Induksi Matematika maka disimpulkan

bahwa S = N sehingga rumus berlaku untuk semuan € N.

2.

Untuk setiap n € N, jumlah dari kuadrat dari bilangan asli pertama
diberikan oleh
12+22+ .. +k2+(k+1)%2=1/6k(k+1) 2k +1) + (k + 1)?

=1/6k(k+1)(k+2k?+ 6k +6)

=1/6k(k+1)(k+2)(2k
+3)
Akibatnya, rumus ini berlaku untuk semuan € N.
Mengingat dua bilangan real a dan b, kita akan membuktikan bahwa
a - b adalah faktor dari a" — b" untuk setiap n € N.
Pertama kita melihat bahwa pernyataan ini jelas benar untuk n = 1.
Jika kita sekarang berasumsi bahwa a* — b* adalah faktor dari ak —
b¥, kemudian
ak+1 - bk+1 — ak+1 _ abk + abk _ bk+l

=a(ak-b¥) + bk (a-h)
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Oleh hipotesis induksi, a - b adalah faktor dari (a* - b¥) dan itu adalah
jelas faktor b* (a - b). Oleh karena itu, a - b adalah faktor dari a* 1 -
bk *1, dan maka dari Induksi Matematika bahwa a - b adalah faktor
dari a" — bn untuk semua n € N.
Berbagai hasil bagi dapat diturunkan dari fakta ini.

4. Ada pernyataan yang benar untuk banyak bilangan asli tetapi tidak
benar untuk semua. Sebagai contoh, rumus p (n): = n? - n + 41
memberikan bilangan prima untuk n = 1, 2, ..., 40. Namun, p (41)
jelas dibagi oleh 41, jadi itu bukan bilangan prima.
Versi lain dari Prinsip Induksi matematika kadang-kadang cukup

berguna. Ini disebut "Prinsip Induksi Kuat".

Definisi F-2 Misalkan S adalah himpunan bagian dari N yang

memenuhi :
i 1€sS
(if) Untuk setiap k € N, jika {1,2,..,k} = S, maka k + 1 €S.
MakaS = N
G. Latihan

1. Buktikan bahwa n < 2™ untuk setiapn € N
Kunci :
(1) p(m) = n < 2™ adalah benar
(i) Akan dibuktikan bahwap (n + 1) = (n + 1) < 2™*'benar
n+1)< 2"+1
n+1)< 2"+1<2m2=2n"1
Jadi (n + 1) < 2™*1 benar
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Sehingga terbukti n < 2™ untuk setiapn € N

Gunakan induksi Matematika untuk membuktikan bahwa jika
himpunan S mempunyai n anggota, maka P(S) mempunyai 2"
anggota.

Kunci :

Misalkan P (S) adalah proposisi bahwa suatu himpunan dengan n
anggota memiliki 2™ himpunan bagian.

Langkah Dasar: P(0) benar, karena suatu himpunan dengan nol
anggota, himpunan kosong, memiliki secara tepat 2° = 1 himpunan
bagian, yaitu, dirinya sendiri.

Langkah Induktif: Asumsikan bahwa P(S) benar, yaitu, setiap
himpunan dengan n anggota memiliki P (S) dengan 2™ anggota . Ini
harus ditunjukkan bahwa di bawah asumsi ini P(n + 1) yang
merupakan pernyataan bahwa setiap himpunan dengan n + 1
anggota memiliki P(S) dengan 2™*! anggota, juga harus benar.
Untuk menunjukkan ini, misalkan T adalah suatu himpunan dengan
n + 1 anggota. Maka, ini dimungkinkan untuk menulisT = S U {a}
dimana a adalah suatu anggota dari Tdan =T — {a} .

Himpunan bagian dari T dapat diperoleh dalam cara berikut. Untuk
masing-masing himpunan bagian X dari S ada secara tepat dua
himpunan bagian dari T, yaitu, X dan U {a} Ini merupakan semua
himpunan bagian dari T dan semuanya berbeda. Karena 2" ada
himpunan bagian dari S, ada 2. 2= 2™*1 himpunan bagian dari T.

Ini mengakhiri argumen induksi.
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H. Rangkuman
Prinsip Induksi Matematika : Misalkan S adalah himpunan
bagian dari N yang prosesnya terdiri dari dua sifat: (1) Bilangan
1 €502 Untuk setiap k € N, jikak € S, makak + 1 € S.

I. Tes Formatif 2

Pilihlah salah satu sebagai jawaban yang tepat menurut kalian

1. Pernyataan 3n < n? — 1 benar untuk suatu himpunan bagian dari
himpunan bilangan asli. Nilai n yang dapat dijadikan dasar jika akan

membuktikan dengan induksi matematika adalah...

a. 4
b. 3
c. 2
d 1

2. Jumlah suku ke-n dari Z};lﬁ adalah...

. (e

b (M)2

2

. (5)

d. (M)2

n

3. Suku ke-n dari barisan (4,10,16,...) adalah...

a. 2n+1
b. 5n—-1
c. 6m—2
d 8n-—-4
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4. Jumlah suku ke-n dari 7;'11(2j — 1) adalah...

a (m+1)2
b. (2n-—1)?
2(n+1)-1\2
(=)
d. (3n—2)?

5. Dasar untuk membuktikan bahwa n!>n? yang berlaku untuk

setiap elemen himpunan bilangan asli adalah ...

a. 2
b. 1
c. 4
d 3

Cocokkanlah jawaban kalian untuk soal-soal di atas dengan kunci
jawaban Tes Formatif 2 yang terdapat pada akhir modul ini. Hitung
jumlah jawaban yang benar dan gunakan rumus di bawah ini untuk
mengetahui penguasaan kalian terhadap materi Kegiatan Belajar 2

. jumlah jawaban yang benar
Tingkat penguasaan = 10 x 100%

Arti tingkat penguasaan yang kalian capai:

90% - 100% Baik sekali

80% - 89% Baik

70% - 79% Cukup
<70% Kurang

Kalau kalian belum memcapai penguasaan minimal 80% sebaiknya
ulangi kegiatan belajar 2, terutama bagian yang belum dikuasai, tetapi
jika sudah mencapai penguasaan minimal 80% maka lanjutkan belajar

ke modul selanjutnya.
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J. Kunci Jawaban Modul 2
Tes Formatif 3
a
b
C
d
b

Tes Formatif 4

o B~ w0 DD

1. a
2. b
3. ¢C
4, a
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MODUL 3
SIFAT ALJABAR DAN TERURUT BILANGAN REAL

A. Pendahuluan

Modul ini membahas tentang sifat aljabar, sifat keterurutan, dan
sifat lengkap bilangan real. Pada sifat-sifat aljabar yang disampaikan
merupakan sifat-sifat yang familiar digunakan diantaranya sifat
komutatif, asosiatif, dan distributif.

Kompetensi yang diharapkan setelah membaca bab ini adalah
mahasiswa dapat memahami pengertian sistem bilangan real, definisi-
definisi dan teorema-teorema yang terkait serta mampu menerapkannya
dalam menyelesaikan soal. Sistem bilangan real merupakan hasil
peradaban manusia yang banyak memberikan ide dan inspirasi baagi
perkembangan dan pengembangan matematika itu sendiri. Tujuan yang
diharapkan setelah mempelajari modul ini, mahasiswa dapat:

1. Menggunakan sifat aljabar, sifat keterurutan, dan sifat lengkap
bilangan real untuk membuktikan teorema-teorema terkait sifat
bilangan real

2. Menggunakan definisi dan teorema untuk menentukan nilai dari
keterurutan bilangan real

3. Menentukan nilai mutlak dari suatu bilangan real

4. Menggunakan definisi dan teorema untuk menentukan nilai dari
supremum dan infimum bilangan real

5. Menentukan interval bersarang dari suatu bilangan real
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B. Kegiatan Belajar 1
2.1 Sifat-sifat Aljabar Bilangan Real
Berikut ini penjelasan singkat mengenai sifat-sifat dasar dari
penjumlahan dan perkalian bilangan real dan beberapa sifat yang
diturunkan dalam beberapa teorema. Operasi biner pada himpunan
bilangan real adalah penjumlahan dan perkalian. Notasi penjumlahan
“+” dan notasi perkalian “.”. Operasi biner tersebut memenubhi sifat-sifat:
(Al) a+ b = b + a untuk setiap a, b e R (komutatif penjumlahan)
(A2) (a+b)+c=a+ (b+c)untuk setiap a, b, c €R (assosiatif
penjumlahan)
(A3) Ada0 eR dengan a + 0 = 0 + a = a untuk setiap a R (identitas
penjumlahan)
(A4) Untuk setiap ae R ada anggota —a eR dengana + (—a) = 0
(invers penjumlahan)
(M1) a.b = b.a untuk setiap a, b e R (komutatif perkalian)
(M2) (a.b).c = a.(b.c) untuk setiap a, b R asosiatif perkalian)
(M3) Adal eRdengana.1 = 1.a = a untuk setiap a R (identitas

perkalian)
(M4) Untuk setiap a <R sedemikian hingga a =0 ada anggota% eR
dengan
a.% =1 (invers perkalian)
(D) a.(b+c)=a.c+ b.cuntuk setiap a, b,c eR (distributif
perkalian terhadap penjumlahan)

Selanjutnya diberikan dua teorema tentang anggota 0 dan 1
seperti pada sifat A3 dan M3.
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Teorema 2.1-1
(i) Jika z dan a anggota bilangan real sedemikian hingga z + a =
a makaz =0
(if) Jika u dan b # 0 anggota bilangan real sedemikian hingga
u.b=bmakab =1
(iii) Jika a anggota bilangan real maka a.0 = 0

Penyelesaian:

(i) Diketahui ‘a,zeRdanz+a=a
Akan dibuktikan rz=0
Bukti
z=z+0 A3
=z + (a+ (—a)) A4
= (z+a)+ (—a) A2
=a + (—a) diketahui
=0 Ad............ (terbukti)
(it) Mirip dengan (i) dengan menggunakan sifat perkalian
(iii) Diketahui . a anggota bilangan real
Akan dibuktikan ca.0=0
Bukti
al =a M3
a.l+ a0 =a+ a0 menambahkan bilangan ke
dua sisi
a(l1+0)=a+ a0 D
a.l =a+ a0 A3
a =a+ a0 M3

Berdasarkan teorema 1.1.1 (i) maka a.0 = 0
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Teorema 2.1-2 Jika untuk setiap a anggota bilangan real maka:
() (=1.a = (-a)
(i) -(-a) = a
@) (-D.(-H =1

Bukti : dikerjakan sebagai latihan

Teorema 2.1-3
(i) Jika a dan b anggota bilangan real sedemikian hingga a +
b =0makab = —a
(ii) Jika a =0 dan b anggota bilangan real sedemikian hingga

a.b =1makab = %

(iii)Jikaa.b = Omakaa = Oataub = 0

Penyelesaian:

(i) Diketahui :a,b eRyang memenuhia + b = 0
Adb ‘b = —a
Bukti
a+b=0 diketahui

(-a)+(@+b)=(-a)+0 menambahkan bilangan di kedua
sisi

(-a)+a)+b=(-a)+0 A2

O0+b=(-a)+0 Ad
b =(-a) A3
Jadi, terbukti bahwa jika a dan b anggota bilangan real
sedemikian hinggaa + b = Omakab = —a
(ii) latihan
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(iii) Diketahui  : ab=0
Adb a =0ataub = 0
Bukti
ab=0 diketahui

(*) a.#0makaada % =0 sehingga

Lam=1o kedua sisi dikalikan
a a
bilangan yang sama
(l.a}b = 1.0 M2
a a
lb= 1.0 M4
a
b=0 M3 dan teorema 2.1.1 (iii)

(**) atau jika b.# Omaka ada L = 0 (cara yang sama seperti *)

maka diperoleh a = 0.

Jadi, terbukti bahwa jikaa.b = Omakaa = Oataub = 0

Operasi biner yang lain seperti pengurangan didefinisikan
sebagai invers dari operasi penjumlahan yaitu a—b:=a+(-b) untuk
setiap a, b bilangan real. Sama juga dengan operasi pembagian
1
b

Kesepakatan untuk notasi perkalian a.b cukup dituliskan ab dan

. . ) . ] a
merupakan invers dari operasi perkalian yaitu B =a

penulisan a”untuk aa, a®untuk (a?)adan secara umum didefinisikan

a™ = (a")a untuk setiap n eN. Lebih lanjut a* =a dan jika a0
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maka dapat ditulis a° =1dan a™untuk 1 dan jika n eN dapat ditulis
a

a™" untuk (l)
a

Himpunan bilangan asli (N) dan himpunan bilangan bulat (Z)

adalah himpunan bagian dari himpunan bilangan real R. Anggota

himpunan bilangan real yang dapat ditulis dalam bentuk % dengan a dan

b € Z dan a=# 0disebut dengan bilangnan rasional (Q). Akan tetapi
tidak semua anggota bilangan real adalah bilangan rasional contohnya
V2 yang disebut dengan bilangan irrasional.

Berikut ini teorema yang membuktikan bahwa /2 bukan
bilangan rasional.
Teorema 2.B-4

Tidak ada anggota bilangan rasional sedemikian hingga
r2=2
Bukti :

Dengan menggunakan pembuktian tidak langsung, yaitu dengan

pengandaian. Andaikan ada r € Q sedemikian hingga r’ =2 Karena

re Q maka r dapat dinyatakan dalam bentuk a (pecahan sederhana ;
b

2
a dan b saling prima), sehingga diperoleh (gj =2 atau a® = 2b”.

Karena 2b? genap maka a® juga genap. Akibatnya a juga genap.
Karena a genap maka a = 2t untuk suatu t €N, sehingga a? = 4t?.
Diketahui a® =2b? dan a genap akibatnya b harus ganjil (jika b

genap kontradiksi dengan a dan b saling prima). Jadi a® = 2b?
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< 4t? =2b® < 2t =b? artinya b genap. (kontradiksi). Jadi
pengandaian ditolak, sehingga dapat disimpulkan tidak ada anggota

bilangan rasional sedemikian hingga r* = 2.

2.2 Sifat-Sifat Terurut pada Bilangan Real
Sifat terurut menjelaskan tentang kepositifan dan ketaksamaan

diantara bilangan-bilangan real.

Ada himpunan P yang merupakan himpunan bagian dari R yang
memenuhi tiga sifat berikut :
(1) Jikaa,b ePmakaa + b P
(2) Jikaa,b eP makaa.b €P
(3) Untuk setiap a € R hanya ada satu yang memenuhi aeP atau —a e

Pataua =0

Sifat pertama dan kedua merupakan sifat tertutup P terhadap operasi
penjumlahan dan perkalian. Sifat ketiga disebut dengan sifat trikotomi
sehingga membagi himpunan bilangan real ke dalam tiga jenis anggota
yang berbeda.

Berikut ini beberapa definisi tentanng sifat terurut himpunan
bilangan real.
Definisi 0.2-1

(i) Jika a eP ditulis a > 0 artinya a adalah bilangan real positif

(i) Jika aeP U {0} ditulis @a>0 artinya a adalah bilangan real
nonegatif
(iii) Jika —a <P ditulis a > 0 artinya a adalah bilangan real negatif

(iv) Jika —a eP L {0} ditulis a>0 artinya a adalah bilangan real

nonpositive.
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Definisi 0.2-2
(i) Jikaa- b ePmakaditulisa > bataub < a
(i) Jikaa- b eP U{0} makaditulis a>b atau b<a
Sifat trikotomi di atas berakibat bahwa untuk setiap a,b eR hanya
memenuhi satu keadaan daria < b ataub < a atau a = b.
Jikaa < bdanb <amakaa = b.Jikaa < b < c maka artinya a <

bdan b < c.

Teorema 2.0-1 Diberikan sebarang a, b,c €R
(i) Jikaa<bdanb <cmakaa<c
(i) Jikaa <bdan makaa+c<b+c
(iii) Jika a < b dan ¢ > 0 maka ac < bc
(iv) Jika a < b dan ¢ < 0 maka ac > bc
(v) Jikaa > 0makai>0

(vi) Jikaa <O0makal<0

Bukti :
(i) Diketahui ta,b,c ER
a<bdanb <c
Adb a<c
Bukti

Karenaa < b makab—a € P
b<cmakac—b€eP
Berdasarkan sifat keterurutan maka a + b € P sehingga
diperoleh :
(b—a)+(c—b)€eP
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(b+ (—a))+(c+(=b))€P
b+ (-a)+c+(—b)EP
(b+(=b)+(c+(—a)) €eP
0+ (c+(—a)) EP

(c+(—a))eP

(c—a)€EP artinya a <€ ccovvvvveeeveeeen, terbukti
(i) Latihan
(iii) Diketahui ra<bdanc>0

Adb rac < bc

Bukti

Karena a < b makab—a € P
c>0makac eP

Berdasarkan sifat keterurutan maka ab € P sehingga diperoleh :
(b—a)ceP
(b+ (—a))ceP
bc + (—a)c €P
bc —ac € Partinyaac < bc  .ccoceeveveennennnn, terbukti
Langkah yang sama untuk

(iv) latihan
Oleh karena itu dapat dilihat bahwa bilangan asli juga

merupakan bilangan real positif. Seperti pada teorema berikut ini :

Teorema 2.0-2
(i) Jikaa €eRdana # 0 makaa? >0
(i) 1>0
(iii) Jikane Rdan makan >0
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Bukti : Silahkan buktikan sebagai latihan

Teorema 2.0-3

JikaabeRdan a<b makaa<asz<b

Bukti :

Diketahui ra,beRdan a<b
Adb a<2<b

Bukti

Karenaa <bmakaa+a<a+b

a+b *

2a<a+bdan%>0makaa<7 ...........................

Karenaa <bmakaa+b < b+b

a+b<2bdan%>0makaazﬁ KD o **

Berdasarkan * dan ** diperoleh a < aTJ’b <b

Akibat dari teorema dapat dikatakan bahwa tidak ada bilangan
real pisitif terkecil. Berikut ini akan dibuktikan bahwa suatu himpunan

a > 0 adalah sama dengan nol, seperti pada teorema berikut.

Teorema 2.0-4

Jika a € R sedemikian hingga 0 < a < e untuk setiap ¢ >0

maka a = 0

Bukti :

Diketahui :a € Rsedemikianhingga 0 <a<¢e
Adb :untuk setiap € > 0 berlakua =0
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Bukti : berdasarkan sifat trikotomi ada 3 posisi yang mungkin
untuk a, tetapi untuk a < 0 tidak mungkin (bertentangan dengan 0 <

a < ¢). Jadi ada dua kemungkinan yaitu a > 0 ataua = 0
Andaikan a > 0 maka a > = > 0
Ambil g, = % maka a > ¢ > 0 (kontradiksi dengan 0 < a < ¢€)
Sehingga otomatis posisi a = 0

Teorema-teorema berikut ini menentukan faktor-faktor dari

bilangan positif dan negatif.

Teorema 2.0-5 Jika ab > 0 untuk setiap a, b bilangan real maka
berlaku :

(i) a>0danb > 0 atau

(i) a<0danb <0

Bukti :
(1) Diketahui cab>0
Adb a>0danb >0
Bukti
Jika a > 0 maka ;1> 0
Karena;1 > 0dan ab > 0Omaka b > 0.............. terbukti
(i) Latihan

Akibat 0-1 Jika ab < 0 untuk setiap a,b bilangan real maka berlaku :
(i) a<o0danb > 0 atau
(i) a>0danb <0

Bukti : latihan
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Sifat keterurutan dapat digunakan untuk meyelesaikan suatu
ketaksamaan seperti pada contoh berikut ini.

Contoh 2.0-1

1. Tentukan himpunan A dari bilangan real x sedemikian hingga
2x+3<6
Jawab:x € Adan2x +3 <6

2x <6

x <

N | W

JadiAz{xER:xsg}
2. Diberikan B = {x € R : x? + x > 2}. Tentukan bentuk lain dari B
Jawab :
Dikeetahui x € B dan x? + x > 2
x2+x—-22>0
x-1D+x+2)=0
Sehingga diperoleh
0] (x—1)=0dan (x+2)=>0 atau
(i) (x—=1)<0dan (x+2)<0
Kasus (i) diperoleh x > 1 dan x > —2 yang berarti x > 1
Kasus (ii) diperoleh x < 1 dan x < —2 yang berarti x < —2
Jadi bentuk lainnyaadalahB={x e R: x > 1}U{x eR: x <
-2}

Teorema 2.0-6 Jika a = 0 dan b > 0 untuk setiap a,b bilangan real

maka:

() a<beoa?<b?oa<b
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(i) a<beoa?<b?*eVas<b
Bukti : latihan

Teorema 2.0-7 Ketaksamaan Bernoulli
Jika x > —1 maka (1 + x)™ = 1 + nx untuk semua x € N

Bukti

Diketahui : x>-1

Adb : (1+x)" =1+ nxuntuk semuan € N

Bukti - Induksi matematika digunakan dalam membuktikan
teorema ini

(1) Untukn=1
(1+x)'>1+x pernyataan benar
(i) Misalkan benar untuk n = Kk yaitu (1 + x)* > 1 + kx. Adb
benar untuk n = k + 1, yaitu
A+ =0+0) A +x)'> 1 +kx)(1+x)
=1+4+kx+x+kx?=1+ (k+ Dx + kx?
Karena kx? > 0 maka (1 + x)*** > 1 + (k + 1)x yang berarti benar
untuk n =k +1
Jadi terbukti benar (1 + x)™ = 1 + nx untuk semuan € N

Teorema 2.0-8 Ketaksamaan Cauchy

Jikan € Ndanaq,-,a,, by, -, b, € R maka

(a;by + azby + -+ + apb,, a,)? < (a2 + a2+ -+ a?)(b? +
b%+ -+ bZ) atau
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PR

i=1 i=1 i=1
Selanjutnya jika tidak semua b; = 0 maka (X1, a; b;)* =
Gy a) Xk, by) jika dan hanya jika terdapat s € R sedemikian

hingga a;, = sby,a, = sb, -+, a,, = sb,

Bukti :
Didefinisikan fungsi F: R — R sebagai berikut :
F(t) = (a; —th)?* + (a, — th,)* + -+ (a, — th,))? tER
Jelas bahwa F(t) = 0 untuk setiap t € R. Selanjutnya
F(t) = (a? — 2ta by + t2b?) + (a3 — 2tayb, + t2b3) + -
+ (a2 — 2ta,b, + t?b2)
= (a? + a3+ -+ a?) — 2t(ayb; + azh, + -+ ayby) + -+
+ (a2 — 2ta,b, + t*b2)

(§)() (5

i=1 i=1 i=1
Ingat bahwa A — 2B + Ct? > 0 jika dan hanya (2B)? — 4AC < 0 yang
berakibat B2 < AC.
Sehingga diperoleh bahwa (X%, a; b;)? <
Cria)Cr b)) e, terbukti

2.3 Nilai Mutlak dan Garis Bilangan Real
Definisi 2.0-1
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Nilai mutlak dari a # 0 didefinisikan sebagai nilai positif,

a jikaa >0
seperti pada definisi berikut ini : |a| := 0 jikaa =0
—a jikaa <0

Contohnya : |5| = 5 dan |—7| = 7. Dapat dilihat dari definisi di atas
bahwa |a| = 0 untuk semua a € R, |a| = 0 jika dan hanya jikaa = 0
dan |—a| = a untuk semua a € R. Berikut ini beberapa teorema

mengenai nilai mutlak:

Teorema 2.0-9
(i) lab| = |a||b| untuk semua a,b € R
(ii) |a]®> = a? untuk semua a € R
(iii) Jika ¢ = 0 maka |a| < c jika dan hanya jika —c <a <c

(iv) —la] < a < |a| untuk semuaa € R

Bukti :

(i) Diket ‘a,b R
Adb . lab| = |al|b]
Bukti

Jika a = b = 0 maka terbukti.
Jika a > 0 dan b > 0 maka ab > 0 sehingga |ab| = ab = |a||b|

Jikaa < 0 dan b < 0 maka ab > 0 sehingga |ab| = —ab =
a(=b) = |al|b]
(ii) Diket a€R
Adb s lal? = a?
Bukti

Karena a® > 0 maka a? = |a?| = |aa| = |a||a| = |a|?
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(iii) Jika |a] < cmakaa < cdan-a < cyangberarti-c<a <c
Sebaliknya jika —c < a < ¢ maka diperoleha < cdan-a < c,
jadi |a| <c.

(iv) Latihan

Teorema 2.0-10 Ketaksamaan Segitiga

Jika a,b € Rmaka |a + b| < |a| + |b]
Bukti :
Berdasarkan teorema 2.3.1 (iv) diketahui —|a| < a < |a| dan —|b| <
b < |b|. Kedua ketaksamaan tersebut dijumlahkan sehingga diperoleh
—(lal +|b]) <a+ b < |a| + |b|
Berdasarkan teorema 2.3.1 (iii) diperoleh |a + b| < |a| + |b|
................. terbukti

Akibat 2.0-2 Jika a, b € R maka
() |lal—1bl| < la— bl
(ii) la—b| < |al + |b|
Bukti : latihan

Ketaksamaan segitiga di atas dapat diperluas untuk sebarang bilangan

real yang banyaknya berhingga.

Akibat 2.0-3
Jika a4, a,, -++, a, adalah sebarang bilangan real maka
la; +a; + -+ an| < lag| + laz| + -+ + |an]
Bukti : latihan
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Contoh 2.0-2

o . 2x%2-3x+1
Diberikan fungsi f(x) = i untuk x € [2,3]. Tentukan konstanta

M sedemikian hingga |f (x)| < M untuk setiap x € [2,3]

Jawab : |f(x)| =

2x2—3x+1| _|2x?-3x+1|
2x-1 |~ |2x—1]

|2x2% — 3x + 1] < 2x?| + |-3x| + |1] = 2|x?| + 3|x| + 1 < 2|3?| +
3|13] + 1 = 28dan

12x — 1] = [|12x]| — |1]| = |12(2)| - |1I| =3
Sehingga

2x%> —3x+1
2x—1

_|2x* —3x+1| 28
 |2x=1] 3

|f (o)l =

Jadi dengan mengambil M = 23—8 diperoleh |f (x)| < M untuk setiap
x € [2,3]

Interpretasi geometri yang dikenal diantaranya adalah garis
bilangan real. Pada garis real, nilai mutlak a yang simbolnya |a| dari
suatu anggota a € R adalah jarak a ke 0. Secara umum, jarak antara

anggota a dan b di R adalah |a — b|.

Definisi 2.0-3
Diberikan a € R dan & > 0. Persekitaran-¢ (e-neighborhood) dari a
didefinisikan sebagai himpunan V,(a) :={x € R:|x —a| < €} = (a —

ga+¢)
Teorema 2.0-11

Diberikan a € R . Jika x berada dalam persekitaran V.(a) untuk

setiape >0makax = a
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Bukti :
Jika x memenuhi |x —a| < & untuk setiap € > 0 maka berdasarkan

teorema 1.2.10 diperoleh [x — a| = 0 yang berakibat x = a  (terbukti)

C. Latihan dan Kunci Jawaban
1. Jikaa,b € R, tunjukan bahwa :
() —(a+b)=(-a)+(=h).
(i) (-a)(=b) = ab
(iif) - (a/b) == jikab # 0.

Kunci :
(i) Diketahui : a,b€R
Adb . —(a+b)=(—a)+ (—b)
Bukti
—(a+b)=(—1)(a+Db)
=(—Da+ (Db
= (-a) + (-b)
(ii) Diketahui : a,b€eR
Adb :(-a)(—b) = ab
Bukti

(-a)(=b) = ((-Da)((-1) = ab

2. Selesaikan persamaan berikut.

(i) 2x+5=8.
(i) x? = 2x.
Kunci :
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() Tambahkan -5 ke 2x + 5 = 8 dan gunakan A2, A4, A3 setelah
itu kali dengan %
(i) Tulisx?—2x=x(x—2)=0
3. a<bdanc <dbuktikana+c<b+d

Kunci
Diketahui ca<bdanc<d
Adb ca+c<b+d
Bukti
a<bmaka a+c<b+ceb+c)—(a+c) ....... (*)

c<dmakab+c<b+de (b+d) —(b+c)....... (%)
Berdasarkan (*) dan (**) makaa+c < b +d
4. Tunjukan bahwa jikaa € Rdan ,n € N, maka a™*" = a™a" dan
(@™)™ = aq™",
Kunci :
Gunakan induksi matematika.
5. Jikaa,b € Rdanb # 0, tunjukan bahwa : |a| = Va?
Kunci :
Jikaa = 0 maka |a| = a = Va?
Jikaa < 0 maka |a| = —a = Va2

D. Rangkuman
Sifat-sifat dasar dari penjumlahan dan perkalian bilangan real
dan beberapa sifat yang diturunkan dalam beberapa teorema. Operasi

biner pada himpunan bilangan real adalah penjumlahan dan perkalian.
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Notasi penjumlahan “+” dan notasi perkalian “.”. Operasi biner tersebut

memenuhi sifat-sifat:

(Al) a+ b = b + a untuk setiap a, b e R (komutatif penjumlahan)

(A2) (a+b)+c=a+ (b+c) untuk setiap a,b,c eR (assosiatif
penjumlahan)

(A3) Ada0 eRdengana + 0 = 0 + a = a untuk setiap a R (identitas
penjumlahan)

(A4) Untuk setiap aeR ada anggota —a R dengan a + (—a) = 0 (invers
penjumlahan)

(M1) a.b = b.a untuk setiap a, b e R (komutatif perkalian)

(M2) (a.b).c = a.(b.c) untuk setiap a, b eR (asosiatif perkalian)

(M3) Ada 1 eR dengan a.1 = 1.a = a untuk setiap a R (identitas
perkalian)

(M4) Untuk setiap aeR sedemikian hingga a =0 ada anggota % eR
dengan
a.i =1 (invers perkalian)

(D) a.(b+c)=a.c+b.c untuk setiap a,b,c R  (distributif

perkalian terhadap penjumlahan)

Operasi biner yang lain seperti pengurangan didefinisikan
sebagai invers dari operasi penjumlahan yaitu a—b :=a+ (-b) untuk
setiap a,b bilangan real. Sama juga dengan operasi pembagian
1

b

Kesepakatan untuk notasi perkalian a.b cukup dituliskan ab dan

. . ) . ) a
merupakan invers dari operasi perkalian yaitu b =a

penulisan a”untuk aa, a*untuk (a?)adan secara umum didefinisikan
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a™ :=(a"Ja untuk setiap n eN. Lebih lanjut a* =a dan jika a=0

maka dapat ditulis a® =1dan a*untuk 1 dan jika n eN dapat ditulis
a

a™" untuk [lJ )
a

Himpunan bilangan asli (N) dan himpunan bilangan bulat (Z)

adalah himpunan bagian dari himpunan bilangan real R. Anggota

himpunan bilangan real yang dapat ditulis dalam bentuk % dengan adan

b € Z dan a = 0disebut dengan bilangnan rasional (Q). Akan tetapi
tidak semua anggota bilangan real adalah bilangan rasional contohnya
V2 yang disebut dengan bilangan irrasional.

Ada himpunan P yang merupakan himpunan bagian dari R yang
memenuhi tiga sifat berikut :
(i) Jikaa,b ePmakaa+beP
(i) Jikaa,b eP makaa.b €P
(iii) Untuk setiap a €R hanya ada satu yang memenuhi aeP atau —a

ePataua =0

Sifat pertama dan kedua merupakan sifat tertutup P terhadap
operasi penjumlahan dan perkalian. Sifat ketiga disebut dengan sifat
trikotomi sehingga membagi himpunan bilangan real ke dalam tiga jenis
anggota yang berbeda. Jika a P ditulis a > 0 artinya a adalah bilangan
real positif. Jika a eP u {0} ditulis @ >0 artinya a adalah bilangan real
nonegatif. Jika —a <P ditulis a > 0 artinya a adalah bilangan real negatif.

Jika—a P U {0} ditulis @ >0 artinya a adalah bilangan real nonpositif.

Jika a - b P maka ditulisa > b ataub < a Jikaa- b eP U{0}
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maka ditulis a>b atau b <a Sifat trikotomi di atas berakibat bahwa

untuk setiap a, b € R hanya memenuhi satu keadaan dari a < b atau
b < aatau a = b.Jikaa<bdanb <amakaa = b.Jikaa <b <
¢ maka artinyaa < b dan b < c.

Nilai mutlak dari a # 0 didefinisikan sebagai nilai positif, seperti

a jikaa >0
pada definisi berikut ini : |a| :== 0 jikaa =0
—a jikaa <0

Diberikan a € R dan & > 0. Persekitaran-¢ (e-neighborhood)
dari a didefinisikan sebagai himpunan V.(a) :={x € R: |x —a| < €} =

(a—¢a+e¢).

E. Tes Formatif 1
Pilihlah salah satu sebagai jawaban yang tepat menurut kalian
1. Pernyataan berikut ini menggunakan sifat A4 dalam

membuktikan kebenarannya...

a —(Da=a
b. —(—a)=a
c. (D=1

d a+b=0makaa=-b
2. Pernyataan berikut ini adalah benar, kecuali...
a. (—a)+ (=b)=—-(a+Db)
b. (—=a)+ (=b) =—-1)(a+b)
(a) + (=b) = (a = b)
d. (-=a) +(=b) = —=(=1)(a +b)

o

3. Bilangan real yang memenuhi pertidaksamaan % < x adalah...

a x>1
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b. x>1
c. x<1
d x<1
4. Jika|x —y|+ |y —z| =|x —z| maka ...

x<y<z

T o

X<y=<sz

o

x<y<z
d y<x<z
5. Persekitaran U(a) N V(b) yang mungkin adalah, kecuali...
a. U(a)
b. V(b)
c. Ula—D>b)
d ¢

Cocokkanlah jawaban kalian untuk soal-soal di atas dengan kunci
jawaban Tes Formatif 3 yang terdapat pada akhir modul ini. Hitung
jumlah jawaban yang benar dan gunakan rumus di bawah ini untuk
mengetahui penguasaan kalian terhadap materi Kegiatan Belajar 3

jumlah jawaban yang benar

Tingkat penguasaan = 10 x 100%
Arti tingkat penguasaan yang kalian capai:
90% - 100% Baik sekali
80% - 89% Baik
70% - 79% Cukup
<70% Kurang

Kalau kalian belum memcapai penguasaan minimal 80% sebaiknya

ulangi kegiatan belajar 3 terutama bagian yang belum dikuasai, tetapi
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jika sudah mencapai penguasaan minimal 80% maka lanjutkan belajar
ke kegiatan selanjutnya.

F. Kegiatan Belajar 2
2.1 Sifat Lengkap Bilangan Real
Berikut ini diperkenalkan istilah supremum dan infimum dari

suatu himpunan bilangan real.

Definisi 2.1-1 Diberikan § himpunan bagian tak kosong dari R

(i) Himpunan S dikatakan terbatas ke atas jika terdapat suatu
bilangan u € R sedemikian hingga s < u untuk semua s € S .
Setiap bilangan u disebut dengan batas atas dari S.

(i) Himpunan S dikatakan terbatas ke bawah jika terdapat suatu
bilangan w € R sedemikian hingga w < s untuk semua s € S .
Setiap bilangan w disebut dengan batas bawah dari S.

(i) Suatu himpunan dikatakan terbatas jika terbatas ke atas dan

terbatas ke bawah. Jika tidak, maka dikatakan tidak terbatas.

Contoh 2.1-1

1. A =1{1,2,3} merupakan himpunan terbatas karena terbatas ke atas
karena ada bilangan u € R sedemikian hingga s < u untuk semua
s € S dan terbatas ke bawah karena terdapat suatu bilangan w € R
sedemikian hingga w < s untuk semua s € S.

2. B ={x € R:x <2} merupakan himpunan tidak terbatas karena
tidak terbatas ke bawah karena tidak ada bilangan w € R sedemikian

hingga w < s untuk semua s € S.
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3. R merupakan himpunan tidak terbatas karena tidak terbatas ke atas

dan tidak terbatas ke bawah

Definisi 2.1-2 Diberikan himpunan S himpunan bagian dari himpunan
bilangan real dan S merupakan himpunan tak kosong maka
(i) Jika S terbatas ke atas maka suatu bilangan u disebut supremum
(batas atas terkecil) dari S jika memenuhi kondisi berikut.
(1) u batas atas S
(2) Jika ada v batas atas dari Smakau < v
ditulis u = supS
Supremum dari suatu himpunan tunggal
(if) Jika S terbatas ke bawah maka suatu bilangan u disebut infimum
(batas bawah terbesar) dari S jika memenuhi kondisi berikut.
(1) u batas bawah S
(2) Jika ada v batas bawah dari Smaka v < u
ditulis u = infS

Suatu himpunan bagian tak kosong S =R mempunyai empat
kemungkinan, yaitu:
(i) Mempunyai supremum dan infimum,
(i) Hanya mempunyai supremum,
(iii) Hanya mempunyai infimum,

(iv) Tidak mempunyai infimum dan supremum

Setiap bilangan real a< R merupakan batas atas dan sekaligus juga
merupakan batas bawah himpunan kosong @. Jadi, himpunan @ tidak

mempunyai supremum dan infimum
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Lemm

bagian

a 2.1-1 Suatu bilangan u merupakan supremum dari himpunan

dari himpunan bilangan real jika dan hanya jika u memenuhi

kondisi berikut:

(i)
(i)

s <u untuk semua s € S,

Jika v < u, maka terdapat s’ € S sedemikian hingga v <s’.

Lemma 2.1-2 Diberikan S himpunan bagian tak kosong R

(i)

(i)

Bukti :
()

(if)

u =sup S jika dan hanya jika untuk setiap € > 0 terdapat s, € S
sedemikian hinggau—e <'s,.
w = inf S jika dan hanya jika untuk setiap € > 0 terdapat s, € S

sedemikian hinggaw + ¢ > s, .

Diketahui : U =sup S dan diberikan € > 0.
Adb - terdapat s, € S sedemikian hingga u—€ <s,
Bukti : karena u- € < u,maka u-¢ bukan merupakan

batas atas S. Oleh karena itu, terdapat s, € S yang

lebih besar dari u- €, sehingga u- € <s, ........ (*)
Diketahui :w =inf S dan diberikan & > 0.
Adb : terdapat s, € S sedemikian hinggau—¢ < s, .
Bukti : Jika u merupakan batas atas S, dan jika

memenuhi v < u, maka diambil ¢ = u — v. Maka
jelas € > 0,dan diperoleh bahwa u=sup S....(**)
Berdasarkan (*) dan (**) maka lemma 2.4.2 terbukti
Latihan
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Contoh 2.1-2

1. Jika suatu himpunan tak kosong S, mempunyai anggota sebanyak
berhingga, maka dapat dilihat bahwa S, mempunyai anggota

terbesar, namakan u, dan anggota terkecil, namakan w. Maka u =

sup S, danw =inf S,, dan keduanya merupakan anggota S, .
2. Himpunans,:={x:0<x<1} mempunyai batas atas 1. Akan

dibuktikan bahwa 1 merupakan supremumnya. Jika v < 1, maka

terdapat s' € S, sedemikian hinggav < s". Oleh karena itu, v bukan
merupakan batas atas S, dan karena v merupakan sebarang v < 1,
maka dapat disimpulkan bahwa sup S, = 1. Dengan cara yang sama

dapat ditunjukkan bahwa inf S, =0.

Akan ditunjukkan bahwa himpunan bagian tak kosong R yang terbatas
ke atas pasti mempunyai batas atas terkecil. Sifat seperti ini disebut Sifat
Lengkap R.

Teorema 2.1-1 Sifat Lengkap Bilangan Real
Jika himpunan bagian tak kosong S € R yang terbatas ke atas, maka

supremumnya ada, yaitu terdapat u € R sedemikian hingga u =sup S

. Sifat ini juga disebut Sifat Supremum R
Akibat 2.1-1

Jika himpunan bagian tak kosong S < R terbatas ke bawah, maka

infimumnya ada, yaitu terdapat w € R sedemikian hingga w=inf S.
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Bukti :
Misalkan himpunan T terbatas ke bawah, T € R. Dibentuk himpunan

S={-t:teT}, makas terbatas ke atas dan tidak kosong. Menurut Sifat
Lengkap bilangan real, sup S pasti ada, misalkan dinamakan u=sup S,

maka —u=inf T.

2.2 Aplikasi Sifat Supremum Bilangan Real
Pada subbab ini dibahas beberapa akibat dari sifat supremum R.
Teorema 2.2-1
Diberikan himpunan bagian tak kosong S < R yang terbatas ke atas
dan sebarang a € R. Jika didefinisikan a + S :={a + s:s € S} ,
maka berlaku sup (a + S) = a + sup (S).
Bukti :
Jika diberikan u :=sup S, maka x < u untuk semua x € S, sehingga
a+x<a+u. Oleh karena itu, a+ u merupakan batas atas dari
himpunan a + S. Akibatnyasup (a+S) <a+u ... (i)
Selanjutnya, misalkan v adalah sebarang batas atas a + S, maka a +
x < v untuk semua x € S. Akibatnya x < v — a untuk semua x € S,
sehingga v — a merupakan batas atas S. Oleh karena itu, u =sup § <
v —a. Karena v adalah sebarang batas atas a + S, maka dengan

mengganti v dengan u = sup S, diperoleh a+u <sup (a+S) ... (ii)

Berdasarkan (i) dan (ii) terbukti bahwa sup (a+ S)= a+u= a+supS.
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Teorema 2.2-2
Diberikan himpunan bagian tak kosong S € R yang terbatas dan
sebarang bilangan real a > 0. Didefinisikan himpunan
aS={as:se S}, maka berlaku inf (aS) = ainf (S).

Bukti :

Misalkan u =inf aS dan v=inf S. Akan dibuktikan bahwa u = av.

Karena u =inf aS , maka u <as,untuk setiap s € S. Karena v=inf S

, maka V< untuk setiap S € S. Akibatnya av = asuntuk setiap S € S.
Berarti av merupakan batas bawah aS . Karena u batas bawah terbesar

aS, maka av<u. Karena u<asuntuk setiap Se S, maka diperoleh

Y < suntuk setiap S € S(sebab a > 0). Karena v=inf S, maka Yoy
a a

yang berakibat u<av. Di lain pihak diketahui av<u. Akibatnya
u <av. Jadi, terbukti bahwa inf (aS)= ainf (S).

Teorema 2.2-3

Jika A dan B himpunan bagian tak kosong R dan memenuhi a<b

untuk semua a € A dan b € B, makasup A<inf B.
Bukti :
Diambil sebarang b € B, maka a < buntuk semua a € A. Artinya bahwa
b merupakan batas atas A, sehingga sup A <Db. Selanjutnya, karena
berlaku untuk semua b € B ,maka sup A merupakan batas bawah B .
Akibatnya diperoleh bahwa sup A<inf B.

Berikut ini diberikan salah satu sifat yang mengaitkan hubungan

antara bilangan real dan bilangan asli. Sifat ini menyatakan bahwa
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apabila diberikan sebarang bilangan real x,maka selalu dapat ditemukan

suatu bilangan asli n yang lebih besar dari x.

Teorema 2.2-4 Sifat Archimedes
Jika x e R, maka terdapat n e N sedemikian hingga x <n.

Bukti :

Ambil sebarang x € R. Andaikan tidak ada n <N sedemikian hingga
x <n,maka N <X, untuk setiap n e N. Dengan kata lain, x merupakan
batas atas N . Jadi, N — R, N+ @, dan N terbatas ke atas. Menurut sifat
supremum,maka sup N ada, tulis U=sup N. Karena u—-1<u, maka
terdapat me N dengan sifat u—1<m. Akibatnya u<m+1 dengan
m+1eN . Akibatnya kontradiksi dengan U =sup N . Berarti u batas
atas N, yaituada m+1eN sehingga U <m+1 (bukan u bukan batas atas
N). Jadi, pengandaian salah, yang benar adalah ada n <N sedemikian

hingga x <n.
Akibat 2.2-1

Jika S:= {l:n € N},maka inf§ = 0.
n

Bukti :

Karena S # @ terbatas ke bawah oleh 0, maka S mempunyai infimum,
tulis w:=inf S.

Jelas bahwa w=>0. Untuk sebarang >0 , menggunakan Sifat

Archimedes, terdapat n N sedemikian hinggai < n, akibatnya % <eg

. Oleh karena itu, diperoleh bahwa 0 < w < % < ¢ . Akan tetapi karena
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€ > 0 sebarang, maka berdasarkan teorema berakibat bahwa =0 .
Terbukti bahwa infS =0 .

Akibat 2.2-2

Jika t > 0, maka terdapat nt € N sedemikian hingga O<ni<t.
t

Bukti :

Karena inf {l:ne N}: 0 dan t >0 , maka t bukan batas bawah
n

himpunan {l:ne N}Akibatnya terdapat N, €N sedemikian hingga
n

O<i<t.
n’[

Akibat 2.2-3

Jikay >0, maka terdapat neN sedemikian hinggan, — 1 <y <n,,.
Bukti :
Sifat Archimedes menjamin bahwa himpunan bagian E, :={m €
N:y <m} dari N tidak kosong. Menggunakan Sifat Urutan, E,
mempunyai anggota yang paling kecil, yang dinotasikan dengan n,,.
Oleh karena itu, n,, — 1 bukan anggota E,,. Akibatnya diperoleh bahwa
n,—1<y<n,.

Salah satu penggunaan Sifat Supremum adalah dapat digunakan

untuk memberikan jaminan eksistensi bilangan-bilangan real. Berikut ini
akan ditunjukkan bahwa ada bilangan real positif x sedemikian hingga

x% = 2.
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Teorema 2.2-5
Ada bilangan real positif x sedemikian hingga x? = 2.

Bukti :

Dibentuk himpunan S = {s € R: s = 0 dan s? < 2}. Jelas bahwa S #
@ sebab 0 € S dan 1 € S. S terbatas ke atas dengan salah satu batas
atasnya adalah 2. Jika t=>2, maka t?>4. Jadi, t=2¢S.
Menggunakan Aksioma Supremum, S € R,S # @, dan S terbatas ke
atas, maka S mempunyai supremum. Namakan x = sup S, dengan x €
R . Akan dibuktikan bahwa x? = 2. Andaikan x? # 2, maka x? < 2 atau

x% > 2.

Kemungkinan I:
Untuk x% < 2.

Karena x? < 2, maka 2 — x? > 0. Karena % S%, maka
2
(x+l> =x2+3x+%sx2+l(2x+1)-
n n n n

A2
Karena 2 —x2 > 0 dan 2x + 1 > 0, maka % > 0. Menurut akibat

2— x?

2x+1

Sifat Archimedes, dapat ditemukan n € N sehingga % <
. 1 2 1 2 2 1
Akibatnya, ;(Zx +1)<2— x* dan (x +;) <x +;(2x +1) <
2
x% + 2 — x? = 2. Diperoleh bahwa (x + %) < 2, yang berarti bahwa

+% € S . Kontradiksi dengan x = sup S. Oleh karena itu tidak mungkin

x?<2.
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Kemungkinan II:
Untuk x2 > 2.

2
Karena x? > 2, maka x? — 2 > 0. Perhatikan bahwa (x — %) =x? -

2f+%>x2—%".Karenax2—2 > 0 dan 2x > 0, maka dipilihm €

N sedemikian hingga

2x
x2-2

m > atau%x<x2—2.

i 1)? 2 _ 2 2 2 i
Akibatnya (x - E) >xf——>x" = (x* —2) = 2. Diperoleh

1\? . 1 . 1
bahwa (x - —) > 2. Berarti x —— ¢ S, yaitu x — — batas atas.
m m m

Kontradiksi dengan x = sup S. Oleh karena itu tidak mungkin x? > 2.
Jadi pengandaiannya salah, yang benar adalah x? = 2.

Jadi terbukkti ada bilangan real positif x sedemikian hingga x2 = 2.

Teorema 2.2-6 Densitas
Jika x,y € R dengan x < y, maka ada bilangan rasional ¢ € Q
sedemikian hinggax <qg<y.
Bukti :
Dengan tidak mengurangi keumuman (without loss of generality), di
ambil < y,makay > 0. Akibatnyal/(y-x)>0, sehingga dapat dipilih

ne N sedemikian hinggan > y—ix

Untuk n di atas, berlaku ny-nx>1yaitu nx+1l<ny. Karena x > 0,
makadapat di pilih m € N sehingga m — 1 < nx < m. Bilangan m di

atas juga memenuhi m<ny, sebab dari m — 1 < nx, diperolehm < nx +

1 < ny. Jadi nx < m < ny. Akibatnya untuk q = %mempunyai sifat
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x < % = g < . Jadi terdapat bilangan rasional g = %dengan sifat x <
q<y.

Berikut ini diberikan akibat Teorema Densitas, yaitu diantara dua
bilangan real pasti dapat ditemukan bilangan irrasional.

Akibat 2.2-4
Jika x, y € R dengan x <y, maka ada bilangan irrasional r
sedemikian hingga x <r <

Bukti :

. . X Yy
Menggunakan Teorema Densitas, ada bilangan real Edan\/—z_ dengan
bilangan rasional g dengan sifat %< q <%. Akibatnya, x < gvV2 <y

dan g+/2 merupakan bilangan irrasional.

2.3 Interval Pada Bilangan Real

Jika a,b € R ,dengan a < b, maka interval terbuka yang
ditentukan oleh a dan b adalah himpunan (a,b ):= {x € R: a < x <
b }. Titik a dan b disebut titik ujung interval. Titik ujung tidak termuat
dalam interval terbuka. Jika kedua titik ujung digabungkan ke interval
terbukanya, maka disebut interval tertutup, yaitu himpunan [a, b] =
{x € R:= a < x <b}. Interval setengah terbuka atau setengah
tertutup ditentukan oleh a dan b adalah [a, b) yang mana memuat titik
ujung a dan (a, b] yang mana memuat titik ujung b.

Masing — masing dari empat interval ini adalah terbatas dan
mempunyai panjang yang didefinisikan dengan b — a. Jika a = b, maka

interval terbukanya berkorespodensi dengan himpunan kosong (a, a) =
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@. Sedangkan interval tertutupnya berkorespodensi dengan himpunan
singleton [a, a] = {a}.

Berikut ini diberikan lima jenis interval tidak terbatas yang mana
lambang oo (atau +oo ) dan —co digunakan sebagai simbol titik ujungnya
yang tak berhingga. Interval terbuka tak terbatas adalah himpunan
dengan bentuk

(@, ©):={x€e R:x>a}dan (-, b):={x€ R:x<b

}.

Himpunan pertama tidak mempunyai batas atas dan yang kedua tidak
mempunyai batas bawah. Jika diberikan gabungan titik ujung maka
disebut interval tertutup tak terbatas

(a,0]:={ xe R:a<x}dan(-oo, b]:={ x€ R:x <bh}

Jadi R adalah interval tidak terbatas dalam hal ini ditulis (-0, 00 ) := R.
Tidak ada titik ujung dari (—oo , ).

Berikut ini teorema mengenai karakteristik suatu interval.

Teorema 2.3-1 Teorema Karakteristik Interval
Jika S adalah suatu himpunan bagian dari R yang mempunyai paling
sedikit dua titik dan mempunyai sifat jika X, y €S dan x, y maka [Xx,
y] € S maka S adalah sebuah interval.
Bukti :
Ada empat hal untuk dipertimbangkan: (i) S adalah terbatas, (ii) S
terbatas ke atas tetapi tidak terbatas ke bawabh, (iii) S terbatas ke bawah
tetapi tidak terbatas ke atas, dan (iv) S tidak terbatas ke bawah maupun

ke atas.
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Kasus (i)

Karena S terbatas maka ada sup dan inf, misal a := infsdanb: =sup S,
maka S < [a, b] dan akan ditunjukkan bahwa (a,b) < S. Jikaa<z<
b, maka z bukan batas bawah dari S, karena disini ada x € S dengan x <
z. z juga bukan batas atas dari S, karena ada y €S dengan z <y. Oleh
sebab itu z € [x, y], karena sifat teorema karakteristik interval bahwa z €
S.Maka z adalah anggota sebarang dari (a , b), kita simpulkan bahwa
(a,b) © S. Sekarang jikaa e S,danb e S, makaS=[a,b]. Jikaa & S
danb ¢ Smaka S = (a,b). Kemungkinan yang lainnya adalah S =
(a,b]atau S = [a b)

Kasus (ii
Misal b : =supS maka S S (—oo,b] dan akan ditunjukkan bahwa
(—o,,b) € S. Jika untuk z < b,maka disini ada x , y € S sehingga z €
[x,y] € S. (Mengapa?). Meskipun (—oo,b) < S. Jikabe S, maka S =(-
oo, b ], dan jika b¢ S, maka S: (-0, b).
Kasus (iii.) dan (iv.) latihan.

Suatu himpunan himpunan bagian dari himpunan bilangan real

dikatakan terbuka atau tertutup berdasarkan definisi di bawah ini.

Definisi 2.3-1
(i) Himpunan G < R dikatakan terbuka dalam R jika untuk setiap
X € G, terdapat persekitaran V,(x) sedemikian hingga V.(x) c
G.
(i) Himpunan F < R dikatakan tertutup dalam R jika komplemen F,

yaitu F€ terbuka dalam R.
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Contoh 2.3-1
1. Himpunan R = (-o0,00) terbuka, sebab untuk setiap x € R, terdapat
Vix)=(x—-1,x+1) SR

2. Himpunan 4 = (0,1) terbuka, sebab jika diambil & = min {gxz;l}

untuk setiap x € A, maka V,(x) = (x —&,x + &) € A.

3. Himpunan B = [1,2] tertutup, sebab jika diambil x = 1, maka untuk

set

iap €e>0,V,(1)=(01—-¢14+e)Z B dan 1—¢ ¢ B. Dapat

ditunjukkan juga bahwa B¢ terbuka, yaitu B¢ = (—o0,1) U (2, o)
terbuka.

Teorema 2.3-2 Sifat Himpunan Terbuka

(i)

(i)

Bukti :
()

Jika A himpunan indeks (finit atau infinit) dan G, terbuka untuk
setiap A € A, maka U ;.4 G, terbuka.
Jika G4, G,, --+ G, masing-masing merupakan himpunan terbuka,

maka N, G; terbuka.

Diketahui : A himpunan indeks (finit atau infinit) dan G,
terbuka untuk setiap A € A

Adb . Ujaea Gy terbuka

Bukti

Namakan G = U;.4 Gy merupakan himpunan indeks (infinit)

Diambil sebarang xe G, maka terdapat A,e A sedemikian hingga

xe G,,. Karena G, terbuka, maka terdapat V; (x) € G, < G.

Jadi, telihat bahwa untuk setiap Xx€ G, terdapat V, (x) c

G berarti G =U 4.4 G,terbuka (terbukti).
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(i1) Diketahui : A himpunan indeks (finit atau infinit) dan G,
terbuka untuk setiap 1 € A

Adb : Ujea G, terbuka
Bukti
Namakan H =.N}-, G; .Akan dibuktikan bahwa H terbuka. Ambil
sebarang xe H, maka xe G;, untuk setiap i =1,2,...,n . Karena
X € Gydan G;terbuka, maka terdapat e; >0 sehingga V; (X) <
G, . Karenax € G, dan G, terbuka, maka terdapat &, >0 sehingga
Ve, (X) € G, . Demikian seterusnya.
Karena x € G,, dan G,, terbuka, maka terdapat &, >0 sehingga
Ve, (X) € G,,. Namakan ¢ = min{e;,&;,...,6,} , jelas bahwa & >
0. MakaV; (x) c V., (X) c G;untuk setiap i yang berakibat
bahwa V, (x) c H =NL, G; artinya bahwa N, G; terbuka.
(terbukti)

Berikut ini diberikan akibat dari sifat himpunan terbuka, yaitu

sifat untuk himpunan tertutup.

Akibat 2.3-1
(i) Jika A himpunan indeks (finit atau infinit) dan G,tertutup untuk
setiap A € A, maka U ;.4 G, tertutup.
(ii) Jika G4, G,, -G, masing — masing merupakan himpunan

tertutup, maka Ul-, G; tertutup.
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Berikut ini akan diperkenalkan mengenai interval bersarang.
Suatu barisan dari interval In,n € N,adalah interval bersarang jika

barisan interval memenuhi ketentuan:

u

11 2 12 2 cee 2 ITl 2 ITl+1
11 2 12 2 2 ITL 2 ITl+1 2
Contoh 2.3-2

1. Jika I,:= [O,%] untuk n € N.maka In 2 In+1 untuk setiap n € N

jadi barisan ini adalah interval bersarang. Dalam kasus ini, O

merupakan anggota untuk setiap I, yang ditulis N;—; In={0}.
2. Jika J,:= (0,%) untuk n € N, maka barisan ini adalah interval

bersarang,tetapi tidak mempunyai titik irisan dari setiap intervalnya.

Berikut ini suatu sifat dari interval bersarang yang tertutup dan terbatas.

Teorema 2.3-3
Jika I n=[an,bn], n € N suatu barisan bersarang dari interval tertutup
terbatas maka ada bilangan ¢ € N sedemikian sehingga ¢ € I, untuk

setiap n €N.

Georg Cantor tahun 1874 telah membuktikan bahwa himpunan
bilangan real tiak countable dengan menggunakan representasi desimal
dari bilangan real dengan menggunakan sifat dari interbersarang tertutup
dan terbatas. Membahas materi ini cukup dengan menggunakan bilangan
real antara 0 dan 1.

Pertama-tama akan dibahas reperesentasi biner yang membentuk

barisan interval bersarang yang anggotanya terdiri dari O atau 1.Interval

[0,1] dibagi dua sama panjang maka jika x # %termasuk kesub interval
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kiri [0, %], ambil a; := 0, sementara jika x termasuk subinterval kanan ,

a1 = l.Jika x :%, maka kita boleh mengambil 0 atau 1 sehingga diperoleh

ai+

interval baru yaitu a71 <x < Tl . Prosedur dilanjutkan dengan

membagi dua interval [% alé (a; + 1)]jika x adalah bukan titik tengah

dan merupakan anggota subinterval kiri maka ambil a; := 0, dan jika x

anggota subinterval kanan ambil az := 1. Jika x pada titik-titik bagi maka

dapat mengambil a, untuk menjadi salah satu dari 0 atau 1 yang
aq a2+ 1

membentuk interval baru lagi : 2+ + 2 < x < =t + 2

Prosedur bagi dua sama panjang dilanjutkan n pembagian maka akan

@ % an

membetuk interval : S+t <x < 4y
2 2 2n 2

an +1

az
2_2 + o+ 2”

Jika x adalah titik bagi maka x = m/zn dengan m bilangan ganjil.
Diberikan contoh, jika x = %, maka dua ke mungkinan barisan adalah 1,0,
I,1,1,..dan 1,1,0,0,0. ..
Ditulis = =(0,10111...), dan == (0,11000...),. Jadi =-=
(0,10111 ...), = (0,11000 ...),

Representasi desimal dari bilangan real adalah hampir sama

dengan representasi biner dengan membagi interval menjadi 10 bagian

sama panjang yang anggota barisannya adalah 0,1,2,3,4,5,6,7,8 atau 9.

G. Latihan dan Kunci Jawaban
1. Diberikan S = {x € R: x > 0}. Apakah S mempunyai batas bawah
dan batas atas? Apakah inf S dan sup S ada? Buktikan jawabanmu.

Kunci :
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Himpunan batas bawah S adalah {xeR: x < 0}. Karena x > 0 untuk
setiap x anggota S maka u = 0 marupakan batas bawah S akan adt

u batas bawah terbesar yaitu jika v > 0 maka v bukan batas bawah

Skarenaada> € S dan > < v dkl u = infS. Untuk x > 0 maka x +

1 € S artinya x bukan batas atas S.

Jadi S tidak punya sup.

Diberikan T := {1 — (—1)" : n € N}. carilah inf Tdan sup T .
Kunci :

infT=0dansupT =2

Jikal' :=[a,b]danl’ :=[a’,b’] interval tertutup dalam R, tunjukan
bahwa | < I'jika dan hanya jika a'<adanb<b’

Kunci :

[a, b] merupakan himpunan bagian dari [a’, b'] jika dan hanya jika

a<a<b<b

Tentukan  bilangan rasional dengan  desimal adalah
1,25137...137...

Kunci :

31253

24975

H. Rangkuman

Diberikan S himpunan bagian tak kosong dari R. Himpunan S

dikatakan terbatas ke atas jika terdapat suatu bilangan u € R sedemikian

hingga s < uuntuk semuas € S . Setiap bilangan u disebut dengan batas

atas dari S.Himpunan S dikatakan terbatas ke bawah jika terdapat suatu

bilangan w € R sedemikian hingga w < s untuk semua s € S . Setiap
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bilangan w disebut dengan batas bawah dari S.Suatu himpunan dikatakan
terbatas jika terbatas ke atas dan terbatas ke bawah. Jika tidak, maka
dikatakan tidak terbatas.

Jika S terbatas ke atas maka suatu bilangan u disebut supremum
(batas atas terkecil) dari S jika memenuhi kondisi berikut : u batas atas
S, Jika ada v batas atas dari Smaka u < v . Ditulisu = supS. Supremum
dari suatu himpunan tunggal. Jika S terbatas ke bawah maka suatu
bilangan u disebut infimum (batas bawah terbesar) dari S jika memenuhi
kondisi berikut : u batas bawah S, jika ada v batas bawah dari S maka
v < u, ditulisu = infS .

Suatu himpunan bagian tak kosong S —R empunyai empat
kemungkinan,yaitu: mempunyai supremum dan infimum, hanya
mempunyai supremum, hanya mempunyai infimum, tidak mempunyai
infimum dan supremum. Setiap bilangan real a < R merupakan batas
atas dan sekaligus juga merupakan batas bawah himpunan kosong @.
Jadi, himpunan @ tidak mempunyai supremum dan infimum.

Jika a,b € R ,dengan a < b, maka interval terbuka yang
ditentukan oleh a dan b adalah himpunan  (a,b):= {x € R: a <
x < b}. Titik @ dan b disebut titik ujung interval. Titik ujung tidak
termuat dalam interval terbuka. Jika kedua titik ujung digabungkan ke
interval terbukanya, maka disebut interval tertutup, yaitu himpunan
[a,b] = {x € R:= a < x <b}. Interval setengah terbuka atau
setengah tertutup ditentukan oleh a dan b adalah [a, b), yang mana
memuat titik ujung a, dan( a, b], yang mana memuat titik ujung b.

Masing—masing dari empat interval ini adalah terbatas dan
mempunyai panjang yang didefinisikan dengan b —a Jika a = b,

maka interval terbukanya berkorespodensi dengan himpunan kosong ( a
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, @)=, sedangkan interval tertutypnya berkorespodensi dengan
hinpunansingleton[a, a]={a}. Ad_a lima jenis interval tidak terbatas
yang mana lambang oo atau +é&@ dan —co digunakan sebagai simbol titik
ujungnya yang tak berhingga.Interval terbuka tak terbatas adalah
himpunan dengan bentuk (a, ) := {x € R: x > a } tidak mempunyai
batas atas dan (- 0, b):={x € R : x < b } tidak mempunyai batas
bawah. Jika diberikan gabungan titik ujung maka disebut interval
tertutup tak terbatas. Jadi R adalah interval tidak terbatas dalam hal ini
ditulis (-o0,0) := R. Tidak ada titik ujung dari (—oo,c0). Himpunan
G € R dikatakan terbuka dalam R jika untuk setiap x € G, terdapat
persekitaran V,(x) sedemikian hingga V.(x) € G. Himpunan F € R
dikatakan tertutup dalam R jika komplemen F, yaitu F€ terbuka dalam
R.

I. Tes Formatif 2
Pilihlah salah satu sebagai jawaban yang tepat menurut kalian

1. Himpunan yang mempunyai supremum adalah...
a. {x€R:2x+5>0}

b. {x ER:x < i}
C. {x€ER:x+2>x?}
d. {x € R:x?>—-2x—5 < 0}
2. Pernyataan yang benar jika u = inf S adalah...
a u+ % bukan batas atas S dan u — % batas bawah S
b. u +% bukan batas atas S dan u — % bukan batas
bawah S
C. u +% batas atas S dan u — % batas bawah S

d. u+ % batas atas S dan u — % bukan batas bawah S
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3. Berikut ini interval bersarang yang mempunyai sifat

Nyr=q1 I, # @ adalah...

T &

o

I, = (_%r%]
I =[]
I, = [_%r%)
b= (=72

4. Representasi biner yang tepat untuk 14—5 adalah...

a.

d.

(11,10111...), =

(1,11000, ...),

(11,10111...), =

(10,11000 ...),

(11,10111...), =

(11,11000 ...),

(1,10111...), = (1,11000 ...),

5. Jika diketahui H,, = (— %%) maka pernyataan yang benar

adalah...

Kegiatan Belajar 4

oo oo

Nk_, H, tertutup
Ny=, Hy, terbuka
Uk_, H,, tidak tertutup
Un=q H, terbuka

soal-soal di atas dengan kunci jawaban Tes Formatif 4 yang terdapat
pada akhir modul ini. Hitung jumlah jawaban yang benar dan gunakan

rumus di bawah ini untuk mengetahui penguasaan kalian terhadap materi

jumlah jawaban yang benar

Tingkat penguasaan =

0
10 x 100%

Aurti tingkat penguasaan yang kalian capai:
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90% - 100% Baik sekali

80% - 89% Baik
70% - 79% Cukup
<70% Kurang

Kalau kalian belum memcapai penguasaan minimal 80% sebaiknya
ulangi kegiatan belajar 4, terutama bagian yang belum dikuasai, tetapi
jika sudah mencapai penguasaan minimal 80% maka lanjutkan belajar

ke modul selanjutnya.

J. Kunci Jawaban Modul 3
Kegiatan Belajar 1
1. d
2. d
3. a
4. b
5 ¢
Kegiatan Belajar 2
1.

2.
3.
4

o O T 9 o

5.
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MODUL 4
BARISAN DAN DERET

A. Pendahuluan

Modul ini membahas mengenai pengertian barisan dan deret.
Selanjutnya, dibahas tentang limit dan konvergensi dari suatu barisan,
diantaranya adalah Teorema Konvergen Monoton, Teorema Bolzano-
Weierstrass, dan Kriteria Cauchy untuk barisan yang konvergen. Modul
ini sedikit membahas deret infinit. Setelah mempelajari modul ini maka
mahasiswa dapat:
Membedakan barisan yanng konvergen dan divergen
Menentukan limit dari suatu barisan yang konvergen
Membedakan antara ekor barisan dan barisan bagian
Menentukan limit barisan karena monoton dan terbatas
Menentukan barisan monoton
Menentukan barisan terbatas
Membedakan barisan Cauchy atau bukan
Membedakan barisan divergen tegas atau bukan

© © N o g bk~ w0 D E

Menentukan kekonvergenan deret infinit

B. Kegiatan Belajar 1

1.3 Barisan dan Limit Barisan

Barisan pada himpunan S adalah suatu fungsi dengan domain N

dan mempunyai range dalam S. Pada subbab ini akan dibahas mengenai

barisan di R dan konvergensi dari suatu barisan.
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Definisi 3.1-1
Barisan bilangan real adalah suatu fungsi yang didefinisikan pada
himpunan N dengan range dalam R.

Dengan kata lain, barisan dalam R mengawankan setiap bilangan asli n
=1,2,3,... kepada suatu bilangan real, jika X : N> R merupakan barisan,
maka biasanya dituliskan dengan nilai dari X pada n dengan notasi x,, .
Barisan sering dinotasikan dengan X atau (x,,) atau (x, : n€ N) atau

{x,} atau {x,,} (n = 1) apabila diketahui suatu barisan Y , artinya Y =

k)

Contoh 3.1.3-1
1. Barisan (x,) dengan x,= (—=1)" adalah barisan
(-1,1,-1,1,-11,..,(-D"..)

2. Barisan (x,) dengan an(%:ne N):(Zlfzin)

3. Barisan konstan (k,,) dengan k,,= 3 adalah (3,3,3,3,.... )
4. Barisan(i) = (1,3,5, - —, )

n+1 2°3° 4 n+1
Definisi 3.1.3-2 Diberikan barisan bilangan real (x,) dan (y,), dan
ae R . Maka dapat didefinisikan
() () £ ) = (en £ w0).
(i) a(xp) = (axy).
(iii) (xn) - ) = (e~ ).

iy Gn) _ (%
(iv) o (yn),asalkanyn #0
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Definisi 3.1.3-3
Diketahui (x,,) barisan bilangan real. Suatu bilangan real x
dikatakan limit barisan (x,) jika untuk setiap & > 0 terdapat
K(e)e N sedemikian hingga untuk setiap ne N dengan n > K (¢)

berlaku |x,, — x| < e.

Jika x adalah limit suatu barisan (x,,), maka di katakan (x,) konvergen

ke x,atau (x,) mempunyai limit x. Dalam hal ini ditulis lim (x,) = x
n-oo

atau lim(x,,) =x atau (x,) — x . Jika (x,,) tidak konvergen, maka (x,,)

dikatakan divergen.

Teorema 3.1.3-1

Jika barisan (x,,) konvergen, maka (x,) mempunyai paling banyak
satu limit
Bukti :

Pembuktian tidak langsung. Andaikan limitnya tidak tunggal
yaitu : Tlli_r)lgo(xn) = x' dan rlli-{?o(x”) = x dengan x’ # x". Maka untuk
seberang ¢ > 0 terdapat K’ sedemikian hingga |x, — x'| < 5/2 untuk
setiap n > K', dan terdapat K sedemikan hingga |x,, — x| < €/, untuk

setiap n > K. Dipilih K = max {K’,K"}. Menggunakan Ketaksamaan

Segitiga, maka untuk n > K diperoleh [x' — x| = |x* — x;,, + x,,—x”|
& &
= |x = xp| + |xp,—x"| < E+§ =¢

Karena berlaku untuk setiap € > 0 ,maka x’ —x» = 0 yang berarti
Kontrakdiksi dengan pengadaian. Jadi terbukti bahwa limitnya hanya

satu atau tunggal.
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Teorema 3.1.3-2 Jika (x,) barisan bilangan real dan X< R, maka

empat pernyataan berikut ekuivalen

(i) Barisan (x,) konvergen ke x.
(if) Untuk setiap >0 terdapat K € N sedemikian hingga untuk
setiap n>K berlaku|x, —X| <&

(iii) Untuk setiap ¢>0 terdapat K € N sedemikian hingga untuk

setiap n>K berlaku x—e<x, <x+e.
(iv) Untuk setiap persekitaran V_(x)dari x, terdapat K € N
sedemikian hingga untuk setiap n>K berlaku x. eV, (x).

Bukti.
(i) = (b) Jelas (dari definisi).

(i) = (c) [x, —X|<e—e<x, —X< £ X—&<X, <X+E.
(il) = (d) x—e<x, <x+e<>X, e(X—¢g,X+&)>X, €V, (X).

(iv) = (a) X, €V, () Xx—e<X, <X+eX, —X<e.

Contoh 3.1.3-2

(i) Tunjukkan bahwa lim (3) =0

n—-oo \n

Akan ditunjukkanbahwa (x;,) = (%) konvergen ke 0, yaitu %—) 0.

Yaitu harus dibuktikan bahwa untuk setiap & > 0 terdapat K(¢)

eN sedemikian hingga untuk setiap neN dengan n >K (¢)

berlaku |% — O|< &
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Ambil sembarang &> 0, maka§> 0. MenurutSifat Archimedes,

maka terdapat K (&) € N sedemikian hinggai <K (¢), atau K;(Ef

& Akibatnya untuk setiap n > K (&) berlaku |% — 0| = |%| = % <

$<s Jadi, terbukti bahwa untuk setiap &>0 terdapat

K(e) eN sedemikian hingga untuk setiap neN dengan n>K(¢)

berlaku |% — 0|<g, atau lim 1_o.

n-oon

(ii) Tunjukan bahwa lim iz =0

n-oon
Akan ditunjukkan bahwa untuk setiap & > 0 terdapatK (&) € N

sedemikian hingga untuk setiap neN dengan n>K(¢)

berlaku|n—12— 0|<g. Diambil sebarange> 0, makag”/2 > 0,

akibatnya Ii/z> 0. Menurut Sifat Archimedes, terdapat K (&) € N
&

L 1 1, 1

sedemikianhingga <K (¢) ataur—=<¢ /2, diperoleh -—=<e.
. . 1 -1 1

Akibatnya untuk setiap n>K{(&) berlaku = 0| = nZSK (£)2<8.

Jadi terbukti bahwa untuk setiap N terdapat K (¢) eN

sedemikian hingga untuk setiap neNdengan n>K({ ¢) berlaku

1
n2
0|<e, atau limi2 = 0.
n-oon
(iii) Tunjukkan bahwa ((—1)™) divergen.
Dengan menggandaikan ((—1)™) konvergen, berartit erdapat

bilangan real xsehingga untuk setiap ¢ > 0 terdapat Ke

Nsedemikian hingga untuk setiap n> K berlaku ‘(—1)n —x‘< 1.

Untuk  n>K danngenap, maka(—1)" =1, diperoleh 1 x/< 1
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< -1<1-x<1,yang berakibat x > 0. Untukn> K dann ganjil,
maka(—1)" =1, diperoleh [-1-x]<1 & -1<-1-x<1,yang
berakibat x< 0. Timbul kontradiksi, yaitux> 0 danx< 0. Jadi

pengandaian salah, yang benar((—1)™)divergen.

Definisi 3.1.3-4
Jika X = (x4, x5, ..., X, ... ) barisan bilangan real dan m € N maka

barisan ekor-m dari X ada lah barisan X,, = (X;4q;n € N) =

(xm+1'xm+2' )
Contoh 3.1.3-3
3-ekor dari barisan X = (2,4,6,...,2n,...) adalah barisan X; =

(8,10,12,...2n +6,...)

Teorema 3.1.3-3

Diberikan barisan bilangan real X =(x,:neN) dan m <N maka

konvergen jika dan hanya jika X konvergen. Dalam hal ini
lim X, =lim X.

Bukti :

(=) Perhatikan bahwa untuk sebarang p €N, anggotake- p dari X,

adalah anggotake- (p + m)dari X . Sama halnya, jikag>m , maka bentuk
anggota ke-qdari X adalah anggota ke- (q—m)dari X . Diasumsikan
bahwa X konvergen ke xartinya jka diberikan sebarang ¢ > 0, pada
barisan X untukn> K (¢) berlaku|x, — x| <¢ ,maka pada X, untukk > K
(¢) — mberlaku|x, —x|<e. Dapat diambil K (¢) = K (¢)—m, sehingga

X, konvergen ke x.
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(<) Sebaliknya, jika pada X, untuk k > K (¢) berlaku|x, — x| <¢, maka
pada X untuk n>K () + Mberlaku|x, — x| < &. Dapat diambil K
()= K, (e)+ M. Artinya bahwa terbukti X konvergen ke x.

Jadi X =(x,:ne N )danmeNmaka X, =(x,,, :neN)konvergen jika

dan hanya jika X konvergen.

Teorema 3.1.3-4
Diberikan barisan bilangan real (x,,) dan x € R. Jika (a,) adalah
suatu barisan bilangan real positif dengan lim(a,) = 0 dan jika
untuk ¢ >0 danm € N berlaku | x,, — x| < caguntuk semua n >
m, Maka lim(x,) =

Bukti:

Diambil ¢ > 0, maka §>0. Karena lim(a)) = 0, maka

terdapat K(¢/.) € N sedemikian hinggga untuk setiapn > K(¢/.)
berlaku |a,, — 0] < €/.. Akibatnya untuk setiap n=>K(E/)
berlaku  |x, — x| < cla,| < cf = egatau |x, — x| < e&. Terbukti
bahwa lim(xn) = x.

Contoh 3.1.3-4

Jika a > 0, tunjukkan bahwarllirgl— =0

Jawab:
Karena a> 0, maka 0 <na< 1 + na yang berakibatbahwa 0 < —<
n—la == —untuk setiap n € N. Diperoleh |— - 0| = |1+na % % =

L 13| untuk setiap n € N.
ar g

Penomoran halaman akan diedit oleh editor



Karena telah diketahui bahwa lim% = 0, maka menurut di atas dan

n—oo

dengan mengambil ¢ = % > 0 berakibat bahwa lim —— = 0

n-oo 1+na

C. Latihan
1. Tentukan rumus ke-n untuk barisan berikut.
(a) 1,4,9,16, ...
1 11 1
b) 2 =35 "7
Kunci :
@ (n?)
1 n
) (-(-3))
2. Untuk sebarang b € R, buktikan bahwa lim(%) = 0.
Kunci : |§— 0| <b |%|
3. Buktikan bahwa lim(x,) = 0 jika dan hanya jika lim(|x,]|) = 0.
Berikan contoh bahwa kekonvergenan (|x,|) tidak berakibat

kekonvergenan (x,,)
Kunci : ((—=1)™)

D. Rangkuman

Barisan bilangan real adalah suatu fungsi yang didefinisikan pada
himpunan N dengan range dalam R. Dengan kata lain, barisan dalam R
mengawankan setiap bilangan asli n =1,2,3,... kepada suatu bilangan
real, jika X : N>R merupakan barisan, maka biasanya dituliskan dengan

nilai dari X pada n dengan notasi x,, Barisan sering dinotasikan dengan
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X atau (x,) atau (x, :ne N) atau {x,} atau (x,:n = 1) apabila

diketahui suatu barisan Y, artinya Y = (yy ).

E. Tes Formatif 1

Pilihlah salah satu sebagai jawaban yang tepat menurut kalian

1. Ekor barisan dari barisan (( ~ ) adalah...

a (<1-1)
b (55)
e (<11,.)
2. Berikut ini yang merupakan limit dari barisan (x,) = (n21+2)
adalah...
a o0
b. 1
c. 2
d 3
3. Nilai limit dari (x,,) = ((n” ”) adalah
a. Tidak ada
b. 2
c. 1
d 0

4. Barisan berikut adalah barisan konvergen, kecuali...

2n
a (=)
n+1
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5. Berikut ini ekor barisan dari s; = 3,5, = 5,542 = Sp + Sp41 o

kecuali...

a. (813,..)
b. (13,21,..)
c. (21,34,..)
d. (34,89,..)

Cocokkanlah jawaban kalian untuk soal-soal di atas dengan kunci
jawaban Tes Formatif 1 yang terdapat pada akhir modul ini. Hitung
jumlah jawaban yang benar dan gunakan rumus di bawah ini untuk
mengetahui penguasaan kalian terhadap materi Kegiatan Belajar 1

. jumlah jawaban yang benar
Tingkat penguasaan = 10 x 100%

Aurti tingkat penguasaan yang kalian capai:

90% - 100% Baik sekali

80% - 89% Baik

70% - 79% Cukup
<70% Kurang

Kalau kalian belum memcapai penguasaan minimal 80% sebaiknya
ulangi kegiatan belajar 1, terutama bagian yang belum dikuasai, tetapi
jika sudah mencapai penguasaan minimal 80% maka lanjutkan belajar

ke kegiatan selanjutnya.
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F. Kegiatan Belajar 2
3.2 Teorema-teorema Limit

Pada sub bab ini akan dibahas mengenai beberapa teorema yang
berkaitan dengan limit pada barisan bilangan real, seperti barisan terbatas

dan kekonvergenan barisan.

Definisi 3.2-1
Barisan bilangan real X = (xn) dikatakan terbatas jika terdapat
bilangan real M>0 sedemikian hingga |Xn|< M untuk semua n€ N.
Oleh karena itu, barisan (x») terbatas jika dan hanya jika himpunan

{xn:neN} merupakan himpunan bagian terbatas dalam R.

Teorema 3.2-1

Jika X = (xn) konvergen, maka X = (xn) terbatas.

Bukti :
Diketahui : X = (xn) konvergen
Adb . X = (Xn) terbatas
Bukti

X = (xn) konvergen misalkan konvergen ke x. diambi € = 1, maka
terdapat K € N sedemikian hingga untuk setiap n > K berlaku | xn
— X | <1. Menggunakan akibat ketaksamaan segitiga, maka |xn| - |X |
< 1 atau | Xn |<1+ | x | untuk semua n > K. Namakan =
max {xq,x,, . xXx_1,| x | + 1}, maka|x, <M, untuk semuan € N.

Jadi, terbukti bahwa X = (xn) terbatas.
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Teorema 3.2-2 Jika X = (Xn) — x, ¥ = (yn) — y ,dan ¢ € R, maka

(i) X£Y—>x=+y.

(i) X.Y—xy.

(iii) cX — cx.

Bukti:

(i) Diketahui : X=(Xn) —x, Y=(yn) >y
Adb D X +tY—oxzy
Bukti
Ambil sebarang £> 0. Karena X = (xn) —x maka terdapat no€ N
sedemikian hingga untuk setiap n > ng berlaku | X, — X | <§ . karena
Y=(yn) — y, maka terdapatn, € N sedemikian hingga untuk setiap
n> n, berlaku |y, — y| < g. Pilih n,=max{ny,n;}, maka
akibatnya untuk n > ny,berlaku |x,, + y, — (x —y)| =|(x, —
)+ On-MI < g — x|+l -yl <Z+i=e
Karena berlaku untuk sebarang € > 0 , maka (x, + y)
konvergen ke x +y.
Dengan cara yang sama diperoleh bahwa (x,, — y,, ) konvergen
ke x-y.
Jadi terbukti bahwa X +Y - x+ .

(ii) Diketahui : X=Xy —x, Y= (yn) >y
Adb D X. Y-y
Bukti

Dengan membuktikan untuk setiap & > 0 terdapat K ¢ N
sedemikian hingga untuk setiap n > K berlaku |x,y, — xy| < e.
|xnyn - x)I| = |xnyn —XpY t Xpy — xyl < |xnyn -

Xy +1xny — xy|
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= |xnllyn = yl+lxn —xllyl.
Karena (x,) — x maka (x,,) terbatas, akibatnya terdapat M; >
0 sedemikian hingga x,, < M, untuk semua n € N. Namakan M
=max{M, , |y|}. Diambil sebarang £ > 0. Karena (x,,) = X, maka

terdapat K; e N sedemikian hingga untuk setiap n = K; berlaku

|, —x| < ﬁ Karena(y,) -y, maka terdapat K,e N

sedemikian hingga untuk setiap n > K, berlaku |y, —y| < ﬁ

. Namakan K = max{K;, K, }, maka untuk setiap n > K berlaku

+

N | m

& &
1Xnyn — 2yl < [xnllyn = yl+Ixn —xllyl <M. —+—.M =

&
-=¢.
2
Jadi, terbukti bahwa untuk setiap € > 0 terdapat K e N
sedemikian hingga untuk setiap n > K berlaku |x,y, — xy| <
. Dengan kata lain terbukti bahwa X.Y — xy

(iii) Ambil sebarang &> 0. Karena (Xn) — x, maka terdapat K

eNsedemikian hingga untuk setiap n > K berlaku |x, — x| < g
Perhatikan bahwa
lcx, — x| = |lexy, — x + x5, — X|
< lexny — x| + |xn — x|
= [xnllc = 1] + |xn — x|
Karena (x,) — x, maka (x,) terbatas , yaitu terdapat M > 0

sedemikian hingga |x,| < M, untuk semua n € N. Akibatnya
€ 3
lx,llc =1 + |xp, — x| < M.|c— 1| + 5= M.|lc—1]) + 3

<&
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Terbukti bahwa untuk setiap € > 0 terdapat K eNsedemikian
hingga untuk setiap n > K berlaku |cx, — x| < €. Dengan kata

lain, terbukti bahwa cX - cx

Teorema 3.2-3

Jika X = (x,) » x danZ = (z,) -z # 0 dengan z, # 0 untuk

X (Xn) X
— —_— _ —
Z Zn Z
1

Terlebih dahulu harus dibuktikan bahwa % - (—) N l Diambil

Zn

semua n € N, maka

Bukti :

a=%|z|, maka a > 0. Karena lim(z,) =z maka terdapat

KieNsedemikian hingga untuk setiap n > K; berlaku |z, —z| <
a.Menggunakan akibat Ketaksamaan Segitiga bahwa
—a < —|z, — z| < |z,| — |2| untuk n = K;, yang berarti %lzl = |z| -

a < |z,luntuk n > K;. Oleh karena L <2 untuk n> K;, maka

[z |z|
diperoleh
1 1 zZ—2Z 1 2
- I =& :—S—lz—an.
Zn z ZnZ |z, 2| |z|2

Selanjutnya, diberikan € > 0, maka terdapat K, € N sedemikian
hingga jika n > K,, maka |z, — z| < %slzlz. Jika diambil K(e) =

max{K;, K, }, maka

1 1
—— —| < & untuk semuan = K(¢).

Zn Z
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Karena berlaku untuk sebarang € > 0, maka terbukti bahwa Iim(zi) =1

z
atau (Zi) konvergen ke i Menggunakan Teorema 2.2.3(ii) dan dengan

mengambil Y sebagai barisan (i) maka X.Y = (x—") - x (3) =z

Zn z z'
Teorema 3.2-4
Jika X = (x,)barisan bilangan real dengan x,, = 0 untuk semuan €
N dan (x,) — x, maka x = 0.
Bukti :
Diambil ¢ = —x > 0. Karena (x,) — x, maka terdapat K € N
sedemikian hingga untuk setiap n = K berlaku
lx, —x|<eeo —e<x,—x<c¢
ox—e<x,<x+e¢
ox—(—x)<x, <x+(—x)
o 2x <x,<0.
Kontradiksi dengan pernyataan bahwa x,, > 0, untuk semuan € N. Jadi,

pengandaian salah, yang benar adalah x > 0.

Teorema 3.2-5
Jika (x,) = x, () = v, danx,, < y, untuksemuan € N, maka x <
y.
Bukti :
Diberikan z,, = y,, — x, sehinggaZ = (z,) =Y —Xdanz, = 0
untuk semua n € N. Menggunakan Teorema 3.2.4 dan 3.2.2 diperoleh
bahwa O<lim Z = lim (yn) — lim (x,) atau lim (Xn) < lim (yn) . Jadi,

terbukti bahwa x <y
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Teorema 3.2-6
Jika X=(xn) konvergen ke x dan jika a <xn<b untuk semua n € N,
maka a <x <b
Bukti :
Diberikan Y barisan konstan (b, b, b,...). Menggunakan Teorema
3.2.5 diperoleh bahwa lim X < lim Y = b. Dengan cara yang sama
diperoleh a <1lim X. Jadi, terbukti bahwa a <lim X <b ataua <x<b.
Berikut ini diberikan sebuah teorema yang menyatakan bahwa
jika suatu barisan Y berada diantara dua barisan yang konvergen ke titik

yang sama, maka Y juga konvergen ke titik yang sama.

Teorema 3.2-7 Squeeze
Diberikan barisan bilangan real X=(xn) Y=(yn), dan Z=(zn)
sedemikian hingga Xn < yn < zauntuk semua n € N dan lim (X,) = lim
(zn). Maka Y konvergen dan lim (xn)=lim(yn) = lim (zn).

Bukti:

Misalkan w:=lim(x,) = lim (z,). Jika diberikan &> 0, maka
terdapat K € N sedemikian hingga untuk setiap n > K berlaku |x,, — w| <
e dan |z, — w| < ¢, atau dengan Kata lain —e <x,, —w < edan —e <
Zpn—w<e .Karena x, <y, <z,,maka x,—w < y, —w <
z, — w. Akibatnya diperoleh bahwa —¢ < y,, —w < ¢ . Karena berlaku

untuk semua n > K dan € > 0, maka terbukti bahwa lim (y,) = w.

Teorema 3.2-8
Jika X = (x,,) = x, maka | X| = (|x,,]) = |x]|.
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Bukti :

Diberikan € > 0.KarenaX = (x,,) — x, maka
terdapat K € N sedemikian hingga untuk setiap n > K berlaku |x, —
x| < &. Menggunakan akibat Ketaksamaan Segitiga, diperoleh bahwa
untuk setiap n € N berlaku ||x,| — |x|| < |x, — x| < ¢.

Jadi, diperoleh bahwal|x,| — |x|| < &, ataulX| = (|x,]) - |xI.

Teorema 3.2-9

JikaX = (x,) > x danx, >0, maka barisan bilangan real
positif (\/x,,) = Vx.
Bukti :

Menurut teorema 3.2-9 diperolen bahwax > 0. Akan

ditunjukkan bahwa teorema benar untuk x = 0 dan x > 0.
Kasus I:
Jikax = 0, diberikan e>0. Karena (x,) » x = 0, maka
terdapat K € N sedemikian hingga untuk setiap n = Kberlaku0 < x,, =
x, — 0 < &2,
Sehingga diperoleh bahwa 0 < ,/x,, <e. Karena berlaku untuk

setiap & > 0, maka terbukti bahwa(,/x,,) - V.

Kasus I1:

Jikax > 0, makay/x > 0. Diberikan ¢ > 0, maka
terdapat K € Nsedemikian hingga untuk setiap n > Kberlaku|x, — x| <

. Perhatikan bahwa

_ (o) (frntx) _ xnox
V=V = Near N NS

Karena,/x, + v/x = +/x > 0, maka diperoleh
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|\/x_n—\/f| < (\/%) |, — x| <\/%.
Karena berlaku untuk setiap ¢ > 0, maka terbukti bahwa ({/x,,) = Vx.

Teorema 3.2-10
Jika (x,,) barisan bilangan real (tegas) dengan Iim(%) = L (ada)
dan L < 1, maka (x,) konvergen dan lim(x,,) = 0.

Bukti :
Dipilihr € R sedemikian hinggaL < r < 1. Diambil e =r —

L > 0. Karena Iim(x’ﬂ) = L, maka terdapat K € Nsedemikian hinggau

Xn
ntuk setiap n > K berlaku [ — L| < e. Karena [22£2| — || < [Fe2 —
*n Xn Xn
L| , maka % —|L| < . Sehingga diperoleh

i _ <o ™Mostl<L+r—-L=r Xn+1 <

Xn Xn
XnT
Jadi, untuk setiap n > K berlaku

0 < Xpy1 < X7 < XpoqT? < Xpyoot3 < oor < xpr™H17F =

Xk

n+1
rk '

r

Jika diambilx—’;, maka diperoleh 0 < x,,,; < cr™*untuk semuan > K.
T

Mengingat bahwa lim(r™) = 0 (sebab0 < r < 1), makalim(r™) = 0 =

lim (@r™*1) = 0 =lim(x,4,) = 0 =lim(x,)) = 0.

Jadi, terbukti bahwa (x,,) konvergen dan lim(x,,) = 0.
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G. Latihan
1. Tentukan apakah barisan berikut konvergen atau divergen.

-
(a) Xn -= n+1

. 2n%+3
O

_ (="
(C) Xn = n+1
Kunci :

(a) Divergen
(b) Konvergen

(c) Divergen

2. Diberikan sebuah contoh barisan konvergen(x,) dengan

lim(*222)=1

Xn

Kunci : (%)

H. Rangkuman
Diberikan barisan bilangan real (x,,) dan (y,,), dan e R . Maka

dapat didefinisikan (x,) £ () = (x, £ yn), alx,) = (axy,), (x;,) -

— . Gn) _ (%
) = (X ), o (yn),asalkanyn #0

Suatu bilangan real x dikatakan limit barisan (x;,,) jika untuk setiap & >
0 terdapat K(e)e N sedemikian hingga untuk setiap ne N dengan n >
K (&) berlaku |x,, — x| < €. Jika x adalah limit suatu barisan (x,,), maka
di katakan (x,) konvergen ke x,atau (x,) mempunyai limit x. Dalam

hal ini ditulis lim (x,,) = x atau lim(x,,) = x atau (x,) — x . Jika (x;,)
n—oo

tidak konvergen, maka (x,,) dikatakan divergen.
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Barisan bilangan real X = (xn) dikatakan terbatas jika terdapat
bilangan real M>0 sedemikian hingga |xn|< M untuk semua ne N. Oleh
karena itu, barisan (xn) terbatas jika dan hanya jika himpunan {x,:n€N}

merupakan himpunan bagian terbatas dalam R.

I. Tes Formatif 2
Pilihlah salah satu sebagai jawaban yang tepat menurut kalian

1. Berikut ini adalah barisan divergen, kecuali...

a. (2M
b (57)
c. ((=D"n?)

21’1
d. (%)
2. Berikut ini contoh dua barisan divergen tetapi jika dijumlahkan
menjadi barisan konvergen...

a. () = (=n) dan (y,) = (n)

1

b, Gen) = (=m) dan &) = ()

n

c. (x,)=(n)dan(y,) = (_ l)

n

d. (x,) = () dan () = ((=1)"n)

3. Berikut ini merupakan contoh barisan yang terbatas, kecuali...
="
( n? )
b. (4n(—1™)
="
(n!+3 )

(&%)

o
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4. Barisan berikut ini merupakan barisan konvergen, kecuali...

a. (\/(n+a)(n+b)—n),a,b >0

b. (a"),0<a<1
C. (bln),b> 1

d. (bin),b <1
5. Berikut ini pernyataan benar, kecuali...
a. (x,), () barisan konvergen maka (x,, + y,) konvergen
b. (x,), (y,) barisan divergen maka (x,, + y,) divergen
c. (x,), () barisan konvergen maka (x,, — y,,) konvergen

d. (x,), () barisan divergen maka ada (x,, + y,,) konvergen

Cocokkanlah jawaban kalian untuk soal-soal di atas dengan kunci
jawaban Tes Formatif 2 yang terdapat pada akhir modul ini. Hitung
jumlah jawaban yang benar dan gunakan rumus di bawah ini untuk
mengetahui penguasaan kalian terhadap materi Kegiatan Belajar 2

jumlah jawaban yang benar
U J yang x 100%

Tingkat penguasaan =

10
Arti tingkat penguasaan yang kalian capai:
90% - 100% Baik sekali
80% - 89% Baik
70% - 79% Cukup
<70% Kurang

Kalau kalian belum mencapai penguasaan minimal 80% sebaiknya
ulangi kegiatan belajar 2, terutama bagian yang belum dikuasai, tetapi
jika sudah mencapai penguasaan minimal 80% maka lanjutkan belajar

ke kegiatan selanjutnya.
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J. Kegiatan Belajar 3

3.3 Barisan Monoton

Berikut ini diberikan pengertian mengenai barisa naik dan turun

monoton.

Definisi 3.3-1 Diberikan barisan bilangan real X = (x,,)

(i) Barisan X dikatakan naik (increasing) jika Xn <xn+1 untuk semua

neN

(if) Barisan X dikatakan naik tegas (strictly increasing) jika Xn< Xn+1

untuk semuan e N

(iii) Barisan X dikatakan turun (decreasing) jika Xn > xn+1 untuk

semuaneN

(iv) Barisan X dikatakan turun tegas (strictly decreasing) jika xn>

Xn+1 Untuk semuan e N

Definisi 3.3-2

Barisan X = (x,,) dikatakan monoton jika berlaku salah satu X naik

atau X turun.

Contoh 3.3-1

1.

Barisan berikut ini naik (monoton).
a. (1,2,34,..,n,.).

b. (1,2,2,3,3,3,...).

c. (aazadat..a".).

Barisan berikut ini turun (momoton).

11 1
1 1 1 1
b. (1 131520 ; Py )
c. (b,b%b3b% .. b"..). jikaO<b<1
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3. Ba
a.
b.

risan berikut ini tidak monoton.
(+1,-1,+1,...,(-1)™L.).
(-1,+2,-3,+4,...).

Teorema 3.3-1 Konvergensi Monoton

(i)

(i)

Bukti :
(1

Jika X = (x,,) naik monoton tegas dan terbatas ke atas maka

X = (x,,) konvergen dengan "M(%,) =sup{x, :n < N}.
Jika X = (x,,) turun monoton tegas dan terbatas ke bawah

maka X = (x,,) konvergen dengan lim (x, )=inf {x,:n e N}.

Karena X =(x,)terbatas ke atas, maka terdapat M € N
sedemikian hingga x,, < M untuk semua n € N. Namakan A =

{x,:n € N}, maka Ac R, terbatas ke atas dan tidak kosong.
Menurut Sifat Lengkap R, maka supremum A ada, namakan x =
sup A. Diambil € > 0, maka terdapat K € N sedemikian hingga
x —& < x; < x. karena X naik monoton, maka untuk n > K
berlaku
X—e<x, Sxp,Sx<x+¢

Atau

x—e<x, <x+ee|x, —x|<e.

Jadi, terbukti bahwa X = (x,) konvergen ke x =lim(x,) =

sup{x,;: neN}.

(i)

Gunakan cara yang hampir sama dengan pembuktian (a).

Contoh 3.3-2

Diketahui barisan (y,,) dengan y; =1 dan y,., =2+y, ,n=> 1.
Apakah (y,) konvergen ? Jika ya, tentukan (y,,).

Penomoran halaman akan diedit oleh editor



Jawab :
Akan ditunjukkan menggunakan induksi matematika bahwa (y,,) naik

monoton.
Untuk n = 1, diperoleh y, = V2 + 1 =+/3 > 1 (benar).
Misalkan benar untuk n = k, yaitu yx 11 = /2 + Yk, Vik+1 = Vk-

Akan dibuktikan benar untuk n =k + 1, yaitu yy,o = 2 + Yi41 =

2+ Y = Vi1

Berarti benar untuk n = k+1. Jadi berdasarkan induksi matematika (yn)
naik monoton. Selanjutnya, ditunjukkan bahwa ( yn) terbatas ke atas
(oleh 3), yaitu yn < 3, untuk semua n € N. Untuk n = 1 benar, sebab y; =
1<3.

Misalkan benar untuk n =k, yaitu yx < 3. Maka Yi+1 = \/ZT)/k <243 =
V5 < 3 yang berarti benar untuk n = k+1.

Jadi berdasarkan induksi matematika terbukti bahwa yn < 3, untuk semua

n € N. Karena ( yn) naik monoton dan terbatas ke atas, maka barisan ( yn
) konvergen. Misalkan y = lim(y»), maka diperoleh y=,/2 +y & y?=
2+yoy-y-2=0(y-2)(y+1)=0.

Diperoleh y = 2 atau y = —1. Untuk y = —1 jelas tidak mungkin, sebab 1
< yn < 3 untuk semua n € N. Jadi, terbukti bahwa ( y») konvergen dan

lim (yn) =2.

K. Latihan

1. Diberikan x1 > 1 dan xn+1=2 — xi untuk n € N. Tunjukkan bahwa (

Xn) terbatas dan monoton. Carilah nilai limitnya.

Kunci :
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Dengan induksi matematika dibuktikan terbatas dan monoton
lim(x,) =1
2. Tentukan apakah barisan ( yn) konvergen atau divergen, dengan

yn=i+i+---+ untuk n € N.

X
n+1 n+2 2n
Kunci :
Buktikan bahwa y,,,; — ¥, > 0 dan bahwa y, < % < 1 untuk
setiap n

3. Tentukan konvergensi dan hitunglah limit barisan berikut.

o) el

Kunci :
(@) e
1 1\t
Ingatl—;— (1 +E)
L. Rangkuman
Barisan X dikatakan naik (increasing) jika Xn < xn+1 Untuk semua

n e N. Barisan X dikatakan naik tegas (strictly increasing) jika Xn< Xn+1
untuk semua n e N. Barisan X dikatakan turun (decreasing) jika xn >
Xn+1 UNtuk semua n e N. Barisan X dikatakan turun tegas (strictly
decreasing) jika xn> Xn+1 Untuk semuan € N. Barisan X = (x,,) dikatakan

monoton jika berlaku salah satu X naik atau X turun.
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M. Tes Formatif 3
Pilihlah salah satu sebagai jawaban yang tepat menurut kalian
1. Berikut ini barisan yang monoton, kecuali...
1
& ¥1=1Lyn =@y + 1)
b ¥1 =1 Yn41 = 2p
1 2
C. Y1=2Yn41= g(yn + ;)
d y1=Lyp = (Byn +5)
2. Pernyataan yang benar mengenai barisan yang monoton, kecuali...

a. Turun
b. Naik
c. Tetap

d. Turun naik

3. Limitdari barisan y; = 1, y,4+1 = +/2 + ¥, adalah...

a -1
b. 0
c. 1
d 2

4. Barisan berikut ini y; = 1,y,41 = Gyn + 2) merupakan barisan

yang...
a. Naik dan terbatas

b. Turun dan terbatas

c. Tetap dan terbatas

d. Turun-naik dan terbatas

5. Barisan di bawah ini adalah barisan monoton dan terbatas, kecuali...

a y1=1LYp1 =By, +5)

Penomoran halaman akan diedit oleh editor



b. y1Z22yp1=1+y—1

1
C. y1=Lyp = 2—;

d y1,a>0,yp41 = Jatyn

Cocokkanlah jawaban kalian untuk soal-soal di atas dengan kunci
jawaban Tes Formatif 3 yang terdapat pada akhir modul ini. Hitung
jumlah jawaban yang benar dan gunakan rumus di bawah ini untuk
mengetahui penguasaan kalian terhadap materi Kegiatan Belajar 3

jumlah jawaban yang benar

Tingkat penguasaan = 10 x 100%

Arti tingkat penguasaan yang kalian capai:

90% - 100% Baik sekali

80% - 89% Baik

70% - 79% Cukup
<70% Kurang

Kalau kalian belum memcapai penguasaan minimal 80% sebaiknya
ulangi kegiatan belajar 3, terutama bagian yang belum dikuasai, tetapi
jika sudah mencapai penguasaan minimal 80% maka lanjutkan belajar

ke kegiatan selanjutnya.
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N. Kegiatan Belajar 4
3.4 Barisan Bagian
Pada bagian ini akan diberikan konsep barisan bagian
(subsequences) dari suatu barisan bilangan real.
Definisi 3.4-1

Diberikan barisan bilangan real X =(x,) dan diberikan barisan

bilangan asli naik tegas n, <n, <...<n, <....Barisan X':(Xn )
k

dengan disebut dengan barisan bagian atau sub barisan
(subsequences) dari X.

Contoh 3.4-1
Diberikan X = lli E
123 n
: (111 1 . . :
1. Barisan X,=|—,=,=,...,—,... | merupakan barisan bagian dari
2 46 2n
X.
: (1111 . . :
2. Barisan X,=| —,—,—,=, ...| merupakan barisan bagian dari X.
4 567
: (1111 . . :
3. Barisan X3=(§’§’Z'g’ J bukan barisan bagian dari X, sebab

n,<n,.
Teorema 3.4-1

Jika X = (x, ) konvergen ke x, maka setiap barisan bagian X'=(x, )

dari X juga konvergen ke x.
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Bukti :
Diambil £>0. Karena (x,)—>x, maka terdapat K(g)eN

sedemikian hingga untuk setiap n>K (¢) berlaku |x, —X/<&. Karena
untuk setiap neN berlaku n,,>n,, maka untuk setiap n>K(g)
berlaku n, >k >K (¢). Sehingga |X, —X<&.

Terbukti bahwa X'=(x,, )konvergen ke x.

Teorema 3.4-2 Diberikan barisan bilangan real X =(x,), maka

pernyataan berikut ini ekuivalen

(i) Barisan X =(x, )tidak konvergen ke xeR

(if) Ada &, >0sedemikian hingga untuk sebarang keN terdapat n,eN
sedemikan hingga n, >k dan |x, —x>&,

(iii) Ada ¢,>0dan suatu barisan bagian X'=(x, ) sedemikian
hingga |X, —X|>&, untuk semua ke N

Bukti :
(i) = (ii) Jika (x, ) tidak konvergen ke X, maka untuk suatu ¢, >0 tidak

mungkin ditemukan keN sedemikian hingga untuk setiap n, >k
berlaku |Xnk —x|<¢€0 . Akibatnya tidak benar bahwa untuk setiap keN,
n>k memenuhi |x, —X/<&,. Dengan kata lain, untuk setiap keN
terdapat n, eN sedemikian hingga n, >k dan |X, —X>¢,.

(i) = (iii) Diberikane, > 0 sehingga memenuhi (ii) dan diberikan

n,; € N sedemikian hingga n; =1 dan |Xn1_x| > &. Selanjutnya
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diberikan n, € N sedemikian hingga n,>n;dan |Xn2_x| > &
Demikian seterusnya sehingga diperoleh suatu barisan bagianX* =
(xn,) sehingga berlaku |X,,, _ ;| = gountuk semuak € N.

iii) = (i) misalkanX = (x,)mempunyai barisan bagian X* = (x,,)
yang memenuhi sifat (iiif). Maka X tidak konvergen ke x, sebab jika
konvergen ke x, maka X! = (x, )juga konvergen ke x. Hal
initidakmungkin, sebabX* = (x,,,) tidak berada dalam persekitaraan
vV

€o(x)

Teorema 3.4-3 Kriteria Divergensi Jika barisan bilangan real X =
(x9) memenuhi salah satu dari sifat berikut, maka barisan X divergen
(i) X mempunyai dua barisan bagian konvergen X! = (xn,) dan
X™ = (x,,) dengan limit keduanya tidak sama.

(if) X tidak terbatas.

Contoh 3.4-2

Tunjukkan bahwa barisan(l,%, 3,&, ) divergen.

Jawab :

Namakan barisan di atas denganY = (y,), dengan y, = % jika n

genap, dan y, = n jika n ganjil. Jelas bahwa Y tidak terbatas.Jadi,
barisanY = (y,,) divergen.

Berikut ini sebuah teorema yang menyatakan bahwa barisan
bilangan real X = (x,) pasti mempunyai barisan bagian yang
monoton. Untuk membuktikan teorema ini, diberikan pengertian puncak

(peak), x,disebut puncak jikax,, = x,untuk semua n sedemikian

Penomoran halaman akan diedit oleh editor



hingga n = m. Titik x,, tidak pernah didahului oleh sembarang anggota
barisan setelahnya. Perhatikan bahwa barisan pada barisan yang
menurun, setiap anggota adalah puncak, tetapi pada barisan yang naik,

tidak ada anggota yang menjadi puncak.

Teorema 3.4-4 Teorema Barisan Bagian Monoton
JikaX = (x,) barisan bilangan real, maka terdapat barisan
bagian dari X yang monoton.

Bukti:

Pembuktian dibagi menjadi dua kasus, yaitu X mempunyai infinit

puncak, dan X mempunyai berhingga banyak puncak.

Kasus I:

X mempunyai infinit puncak. Tulis semua puncak berurutan naik,

Yaitu X, X, Xm,,... MaKa Xy, = Xy, = 2 Xy, ... Oleh karena

4

itu, (x,,) merupakan bagian barisan yang turun (monoton).

Kasus II:

X mempunyai finit puncak .Tulis semua puncak berurutan naik,
Yaitux,, , Xpm,, ) Xm,, . Misalkan s; := m, + 1 adalah indeks
pertama dari puncak yang terakhir. Karena x; bukan puncak, maka
terdapat s; > s, sedemikian

hinggax,, < x,,. Jika proses ini diteruskan, diperoleh barisan bagian

(x5,) yang naik (monoton).

Teorema 3.4-5 Bolzano-Weierstrass
Setiap bilangan real yang terbatas pasti memuat barisan bagian

yang konvergen.
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Bukti:

Diberikan barisan bilangan real terbatasX = (x,). Namakan S =
{x,:n € N} range barisan, maka S mungkin finit atau infinit.

Kasus I:

Diketahui S finit. Misalkan= {x;, x,, ..., x;} , maka terdapat m € N
dengan 1<m <1 dan barisan(r;:k € N) dengan 1.1y T3<...
sehingga x,; = x,, = - = x,,, , hal ini berarti terdapat barisan bagian
(x,1: k € N) yang konvergen ke x,, .

Kasus II:

Karena S infinit dan terbatas, makaS mempunyai titik cluster atau titik

limit, namakan x titik limit S. MisalkanU, :[x—%,x+%j

persekitaran titik x .

Untukk =1, maka terdapat X € Snu,, X, # X sedemikian hingga

X, —x‘<1.
1

Untukk = 2 ,maka terdapatx, € SU,,X, # X sedemikian hingga

1
X, —X <=
2 2

Untukk =3, maka terdapatx, € S NU,, X, # X sedemikian hingga

X, X <.
: 3

Demikian seterusnya, sehingga diperoleh:

Untukk =n, maka terdapatx, € S U, X, # Xsedemikian hingga

1
X, —x‘<—.
" n

Ambil e> 0. Menurut Sifat Archimedes, makaterdapat K € N
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sedemikian hingga% <e. Maka untuk setiap n > K berlaku

X, — x| < 1 < % <e . Terbukti bahwa (xr )konvergen ke x dengan (xr )
n n n n

barisan bagian (x, ).

Teorema 3.4-6

Diberikan barisan bilangan real terbatas X = (x, )dan diberikan x €

R yang mempunyai sifat bahwa setiap barisan bagian dari X

konvergen ke- x . Maka barisan X konvergen ke x .

Bukti :
Misalkan M > Oadalah batas dari barisan X sehingga|xn| <M untuk
semuanhe N. Andaikan X tidak konvergen kex, maka terdapat

€,> 0dan barisan bagian X = (Xnk )sedemikian hingga

X, — X‘ =€,

untuk semuaK € N. Karena X barisan bagian dari X makaM juga
batas dari X . Menggunakan Teorema Bolzano-Weierstrass berakibat
bahwa X ‘'memuat barisan bagian X ". Karena X "juga barisan bagian
dari X, maka X juga konvergen kex. Dengan demikian, akan

selalu berada dalam persekitaraanV_, (x) Timbul kontradiksi, yang

benar adalah X selalu konvergen ke- x .
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O. Latihan
Misalkan setiap barisan bagian dari X = (x,)mempunyai suatu barisan

bagian yang konvergen ke 0. Tunjukkan bahwalim(x,)=0.
Kunci :
Andaikan (x;,) tidak konvergen ke 0 maka ada &, > 0 dan barisan bagian

(xn, ) dengan |x,, | > &, untuk setiap k anggota bilangan asli.

P. Rangkuman
Diberikan barisan bilangan real X =(x,) dan diberikan barisan

bilangan asli naik tegas n, <n, <...<n, <....Barisan X' :(xnk) dengan

disebut dengan barisan bagian atau sub barisan (subsequences) dari X.
Setiap bilangan real yang terbatas pasti memuat barisan bagian yang

konvergen.

Q. Tes Formatif 4
Pilihlah salah satu sebagai jawaban yang tepat menurut kalian
1. Sub barisandariy; = 1,y,+1 = (3y, — 1) adalah...

a. (2,514,..)

b. (52,14,..)
c. (1452, ..)
d. (1,142, ..)

2. Diberikan barisan yang dua barisan bagiannya konvergen tetapi
limitnya tidak sama, kecuali...

d. cosn

b (55)
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o ()

d. (5(n+1)(—1)")

(n+1)
3. Berikut ini merupakan pernyataan benar, kecuali...
a. Suatu barisan bilangan real mempunyai barisan bagian yang
monoton
b. Suatu barisan bilangan real yang terbatas mempunyai barisan
bagian yang konvergen
c.  Suatu barisan bilangan real konvergen maka barisan bagiannya
monoton
d. Suatu barisan bilangan terbatas akan konvergen jika semua

barisan bagiannya konvergen
4. Diberikan X = (—1, 1,—2,%,—3, ) merupakan barisan divergen

karena...
a. Dua barisannya konvergen tetapi limitnya berbeda
b. Barisan bagiannya terbatas
C. Sub barisannya tidak ada
d. Barisan tidak terbatas
5. Diberikan barisan yang setiap barisannya konvergen ke-1 maka

barisan tersebut mempunyai limit ke...

a o0
b. 1
c. 2
d 3

Cocokkanlah jawaban kalian untuk soal-soal di atas dengan kunci
jawaban Tes Formatif 3 yang terdapat pada akhir modul ini. Hitung
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jumlah jawaban yang benar dan gunakan rumus di bawah ini untuk
mengetahui penguasaan kalian terhadap materi Kegiatan Belajar 3

jumlah jawaban yang benar

Tingkat penguasaan = 10 x 100%
Arti tingkat penguasaan yang kalian capai:
90% - 100% Baik sekali
80% - 89% Baik
70% - 79% Cukup
<70% Kurang

Kalau kalian belum memcapai penguasaan minimal 80% sebaiknya
ulangi kegiatan belajar 3, terutama bagian yang belum dikuasai, tetapi
jika sudah mencapai penguasaan minimal 80% maka lanjutkan belajar

ke kegiatan selanjutnya.

R. Kegiatan Belajar 5

3.5 Barisan Cauchy, Barisan Divergen dan Deret Infinit

Definisi 3.R-1
Barisan bilangan real X =(x,,) disebut Barisan Cauchy jika untuk
setiap >0 terdapat H(e)e N sedemikian hingga untuk setiap n,m e N

dengan n,m >H(e), berlaku |x,, — x,,|< €.

Contoh 3.R-1
Buktikan Barisan (%) merupakan barisan Cauchy.
Jawab :

Jika diberikan >0,dapat dipilih H=H(¢) € N sedemikian hingga H > %

Maka jika n,m = H ,diperoleh % < % < zidan dengan cara yang
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sama diperoleh 2 < £ Oleh karena itu, jikan,m> H(¢e), maka |l — l| <
m 2 n m

n m 2 2

Karena berlaku untuk sebarang ¢ > 0, maka dapat disimpulkan bahwa

(%) merupakan barisan Cauchy.

Lemma 3.R-1
Jika X=(x,,) barisan bilangan real yang konvergen, maka X merupakan

barisan Cauchy.

Bukti :
Misalkan x:=lim X. Diberikan &> 0, maka terdapat K(¥/,)e N

sedemikian hingga jika n > K(%/,), maka |x, — x| < % Oleh karena

itu, jika H(£):=K (%) dan jika n,m >H(z), maka diperoleh
Ixn - xmlzl(xn - x) + (x - xm)l
=|x, — x| + [ — x| <§+§= £
Karena berlaku untuk sebarang € > 0, maka terbukti bahwa (x;,) barisan

Cauchy.

Lemma 3.R-2

Jika X=(x,,) barisan Cauchy, maka X terbatas.

Bukti :

Diketahui : X=(x,,) barisan Cauchy.
Adb : X=(x,,) terbatas

Bukti
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Diberikan e:=1. Jika H:=H(1) dan n< Hmaka |x, —xy| < 1.
Selanjutnya, menggunakan Ketaksamaan Segitiga,diperoleh |x,| <
|xy| + 1 untuk semua neN.

Namakan M:=max{|x |, |x5], ooy [xg—1], 12| + 13,

Maka diperoleh |x,| < M untuk semua n e N. Jadi, terbukti bahwa X

terbatas.

Teorema 3.R-1 Kriteria Konvergensi Cauchy
Barisan bilangan real X=(x,,) konvergen jika dan hanya jika
X=(x,,) barisan Cauchy.

Bukti :

=> Jelas (Lemma 3.5.1).

<= Diketahui : X=(x,,) barisan Cauchy.
Adb : X=(x,,) barisan konvergen
Bukti

Diambil € > 0, maka terdapat H=H (&) > 0 sedemikian hingga untuk

setiap n,meN dengan nm> H berlaku |x,, — x,,| < % Karena X barisan

Cauchy, maka X terbatas, sehingga X memuat barisan bagian X ’:(xnk)
yang konvergen ke x*. Oleh karena itu, terdapat K> H dengan
Ke{ny, ny, ns, ... } sedemikian hingga [xx — x*| < g Akibatnya untuk m
= K diperoleh
|, — x| = |x, — xg + xg — X"
< |xn — xg| + |xg — x7|
< +-=¢
Karena berlaku untuk sebarang ¢ > 0, maka terbukti bahwa barisan X

=(x,,) konvergen.
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Definisi 3.R-2
Barisan bilanngan real X = (x,,) dikatakan kontraktif (contractive)
jika terdapat konstanta C , dengan 0 < C <1 sedemikian
sehingga|x, 42 — xp41l < Clx,41 — (x,) luntuk semua N. Bilangan

C disebut konstan dari barisan kontraktif.

Teorema 3.R-2
Setiap barisan kontraktif merupakan barisan Cauchy dan

konvergen.

Akibat R-1 Jika X = (x,,) barisan kontraktif dengan konstanta
C,0 < C < 1danjikax* = limX , maka

R N [P ey Pragpy
() Ix*—xp ST c XX

.. Cc
(“) |X* _xnl < Elxn —Xn-1 |

3.6 Sifat Barisan Divergen

Pada subab inidiberikan beberapa sifat dari suatu barisan
bilangan real (x,) yang mendekati atau menuju ke =oo, vyaitu
lim(x,) = +oo dan lim(x,) = —oo. Ingat bahwa barisan divergen

adalah barisan yang tidak konvergen.

Definisi 3.6-1 Diberikan barisan bilangan real (x;,,)
(i) Barisan dikatakan mendekati +oo, ditulis lim(x,,) = +oo, jika
untuk setiap aeR terdapat K (a)eNsedemikian sehingga jika n >

K(a), makan, > a.

Penomoran halaman akan diedit oleh editor



(if) Barisan (x,) dikatakan mendekati —oo, ditulis lim(x,) = —oo,
jika untuk setiap BeR terdapat K (f)eNsedemikian hingga jika
n > K(B),maka x, < p.

(iii) Barisan (x,) dikatakan divergen proper (tepat/tegas) jika
lim(x,) = +o atau lim(x,) = —oo. Berikut ini diberikan
contoh bahwa (n?) = +oo .

Contoh 3.6-1
lim(n?) = +. Jika K (&) € N sedemikian hingga K (x) >, dan jika

n > K (), maka diperoleh n? > K («), maka diperoleh n? > n >«.

Teorema 3.6-1 Barisan bilangan real monoton merupakan barisan
divergen proper jika dan hanya barisannya tidak terbatas

(i) Jika (x,) barisan naik tak terbatas, maka lim(x,) = +oo.

(ii) Jika (x,) barisan turun tak terbatas, maka lim(x,) = —o.

Bukti :

(i) Misalkan (x,) barisan naik. Jika (x,) terbatas, maka (x,)
konvergen. Jika (x,,) tidak terbatas, maka untuk sebarang @ € R
terdapat n(e) € N sedemikian hingga << x, . Tetapi karena
(x,) naik, diperoleh «< x,, untuk semua n = n(«). Karena «
sebarang, maka diperoleh bahwa lim(x,,) = +co.

(i) Bukti hampir sama dengan (a).

Teorema 3.6-2 Diberikan barisan bilangan real (x,,) dan (y,,), dengan
Xp < Y, untuk semuan € N
(i) Jika lim(x,) = +o0, maka lim(y,) = +o.

(ii) Jika lim(y,,) = —oo, maka lim(x,) = —oo.
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Bukti :

(i) Jika lim(x,) = 4+ dan jika diberikan « € R, maka terdapat
K(x) € N sedemikian hingga jika n > K(x), maka «< x,.
Karena diketahui x,, <y, untuk semua n € N, maka x< y,
untuk semua n > K(«). Karena « sebarang, maka lim(y,,) =
00,

(if) Bukti hampir sama dengan (a).

Teorema 3.6-3
Diberikan barisan bilangan real (x,) dan (y;,), dan untuk suatu L €
R,L > 0 diperoleh lim (i—") =L maka lim(x,) = +o jika dan

hanya jika lim(y,) = +oo.

Bukti :
Diketahui lim (i—") = L, artinya terdapat K € N sedemikian

hingga untuk setiap n > K berlaku

1 3
SL< 2y,
2 Yn 2

Oleh karena itu, diperoleh G L) Vo < Xp < GL) Yn untuk semua n >

K. Sehingga menggunakan Teorema 3.6.2, teorema terbukti.
3.7 Deret Infinit

Berikut ini diberikan pengantar singkat mengenai suatu deret

infinit dari bilangan real.
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Definisi 3.7-1
Jika X: = (x,,) barisan di R, maka deret infinit (cukup disebut deret)

yang dibentuk oleh X adalah barisan S: = (s,) yang didefinisikan

dengan
Sl = xl
S, =8 +x, (=x1+xy)
Sk = Sk_1+x2 (: x1+x2+"'+xk)

x,, disebut dengan terms dari deret, dan S disebut jumlahan parsial
(partial sum). Jika lim S ada, maka deret S dikatakan konvergen dan
nilai limitnya adalah hasil dari jumlahan deret. Jika limitnya tidak
ada, maka dikatakan deret S divergen.

Deret infinit S yang dibangun oleh barisan X:= (x;)

disimbolkan dengan

X (xn) atau ¥ xp, atau yyq Xy,

Contoh 3.7-1
Diberikan barisan X = (r™);-, dengn r € R yang membangun deret :
Yoo ot =1+ r+ri4 e+t

Akan ditunjukkan bahwa jika |r| < 1, maka deret ini konvergen ke

1
(1-r)

Jawab :

untuk |r| < 1.

Misalkan S,:==1+7r+7r?2+--+7r"+-- untuk n=>0, jika S,
dikalikan dengan r dan mengurangkan hasilnya dari S,,, maka diperoleh
S,(1—7)=1—7rnt1,
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Oleh karena itu, diperoleh

1 rn+1
ST T T
Sehingga
1 |.r|n+1
—— <
|Sn 1-rl — |1-r|’

Karena |r|"*! —> 0 saat |r| <1, maka deret geometri Yoo 7"
1
konvergen ke ey saat || < 1.

Selanjutnya, diberikan kondisi-kondisi yang dapat memberikan

jaminan bahwa suatu deret itu konvergen.

Teorema 3.7-1 Uji Suku ke-n
Jika deret }: x,, konvergen, maka lim(x,) = 0.
Bukti :
Menggunakan Definisi 3.7.1, ). x,, konvergen apabila lim (s;)
ada. Karena x, = s, — s,_1, maka lim(x,) = lim(s,,) — lim(s,,_;) =
0.

Teorema 3.7-2 Kriteria Cauchy
Deret Y. x,, konvergen jika dan hanya jika untuk setiap € > 0 terdapat
M (€) € N sedemikian hingga jika m > n > M(¢g), maka |s,,, — s,| =

|Xn+1 + Xpiz + o+ x| <€

Teorema 3.7-3
Diberikan (x,) Barisan bilangan real nonnegatif. Maka deret )’ x,,
konvergen jika dan hanya jika barisan S = (s;) dari jumlah

parsialnya terbatas dalam hal ini
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Z X, = lim(sy) = sup{sy: k € N}
n=1

Bukti :

Karena (x,) > 0, maka barisan jumlahan parsial S naik monoton, yaitu
S1 S Sy S SIS S e

S = (s;) konvergen jika dan hanya jika barisannya terbatas, dalam hal

ini limitnya sama dengan sup{s; }

Contoh 3.7-2
Buktikan Deret Z,‘;":l% Konvergen

Jawab :
Karena Jumlahan parsialnya monoton, maka Cukup ditunjukan bahwa
barisan bagian (s;) terbatas. Jika k1 := 2' -1 = 1, maka s;, = 1. Jika k2

'=22-1=3, maka

1 /1 1 2 1
Sk, = T+<_+32)<1+__1+_'

22 22 2
Dan jika ks := 2% — 1 = 7, maka diperoleh
1 1 1 1 4 1 1
sk3=sk2+( totats +)<sk2+4 <145+

Menggunakan induksi matematik, diperoleh bahwa jika kj := 2J — 1,
maka

1 /1\? 1,/ 7t
0<Skj<1+§+(i) ++(§)

Karena ruas kanan merupakan jumlahan parsial dari deret geometri

dengan r =%, maka lim (sk):(ll): 2 . jadi, deret
2

1
Y1 = konvergen.
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Teorema 3.7-4 Uji Perbandingan Diberikan barisan bilangan real
X:=(xp) danY := (y,), dan misalkan untuk suatu K € N berlaku 0 <
Xp < ypuntukn > K
(1) Jika ).y, konvergen,maka Y, x, konvergen
(i) Jika Y x,, divergen,maka Y.y, divergen.
Bukti :
(i) Misalkan };y, konvergen.diberikan & >
0 dan M(¢) € N sedemikian hingga jikam > n >
M(g), maka
Yn-1t -t ym<e€
Jika m > max{K, M (¢)}, maka diperoleh bahwa
0<xp 1+ +xn <y g1+ +y,+<g
Yang berakibat bahwa }: x,, konvergen.

(i) Menggunakan kontraposisi dari (a), maka teorema terbukti.

Teorema 3.7-5 Uji Perbandingan Limit
Misalkan X =

(x,) barisan positif naik tegas dan misalkan limit berikut ada dalam R, yaitu

. Xn
r = lim (;)
(D)Jikar
* 0, makaz Xy konvergen jika dan hanya jika Z vy, konvergen
(i) Jikar =

0, maka ). y,, konvergen jika dan hanya jika ), x, konvergen
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Bukti :

(i) Diketahui r::lim{ﬁj, terdapat K e Nsedemikian hungga

n

>

untuk n > K berlaku

N| -

r<—<2r, sehingga diperoleh

= |
=}

Grjyn <X, g(Zr)yn. Menggunakan Uji Perbandingan dua

kali, maka pernyataan (a) terbukti. Jika r=0, maka terdapat
K e N untuk setiap n > K berlaku
0<x,<vy,-

(i) Menggunakan Teorema Uji Perbandingan maka pernyataan (b)
terbukti.

Contoh 3.7-3

Buktikan Deret > konvergen.
=1

2
“~n°+n

Jawab :

1
< —
2

1
0< <
Diketahui ketaksamaan berikut benar n“+n" n

untuk neN.

Karena telah diketahui bahwa deret Zn_lz konvergen, maka

n=1

menggunakan Uji Perbandingan diperoleh bahwa deret Z T
n=1 +

konvergen.
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. Latihan

Tunjukkan barisan ((—=1)") bukan barisan Cauchy dengan
menggunakan definisi.

Kunci :

Ingat bahwa |(—1)™ — (—1)™*!| = 2 untuk setiap n anggota
bilangan asli

Jika x; > 0 danx,,_; := (2 + x,,) "1 untuk n > 1, tunjukan bahwa
(x,,) merupakan barisan kontraktif. Tentukan limitnya.

Kunci :

Tunjukkan bahwa [x,.1 — x| < 7 2, — Xy

Limitnyav2 — 1

Buktikan bahwa jika x,, > 0 untuk setiap n anggota bilangan asli
maka lim(x,) = 0 jika dan hanya jika lim (i) = 400

Kunci :

Ingat bahwa |x,, — 0] < ¢ jika dan hanya jika x,, > i

Tunjukkan bahwa

. nz n+1)(n+2)

- 1 1
b. =—>0,jik :
nz_(;(a+n)(a+n+1) a> W@ a>0
e .t 1
" SZn(n+1)n+2) 4
Kunci :

1 1 1
a. Ingat bahwa TDoD = i w2
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T. Rangkuman

Barisan bilangan real X =(x,) disebut Barisan Cauchy jika
untuk setiap £>0 terdapat H()e N sedemikian hingga untuk setiap n,m
e N dengan n,m >H(e), berlaku |x,, — x,,|< €. Barisan bilangan real
X = (x,) dikatakan kontraktif (contractive) jika terdapat konstanta C ,
dengan 0 < C <1 sedemikian sehingga|x, 2 — Xp41l < Clxper —
(x,) |, untuk semua N. Bilangan C disebut konstan dari barisan
kontraktif.

Barisan dikatakan mendekati +oo, ditulis lim(x,) = +oo, jika
untuk setiap aeR terdapat K (a)eNsedemikian sehingga jika n > K(a),
maka n, > a. Barisan (x,) dikatakan mendekati —oo, ditulis
lim(x,) = —oo, jika untuk setiap PBeR terdapat K(f)eNsedemikian
hingga jikan = K(B) , maka x,, < . Barisan (x,,) dikatakan divergen
proper (tepat/tegas) jika lim(x,) = +oo atau lim(x,) = —oo. Berikut
ini diberikan contoh bahwa (n?) = +oo .

Jika X: = (x,) barisan di R, maka deret infinit (cukup disebut
deret) yang dibentuk oleh X adalah barisan S: = (s;) yang didefinisikan

dengan
Sl = x1
Sy =8 + X, (=x1+xy)
Sk = Sk_1 + X3 (=x1+x+ -+ xp)

x, disebut dengan terms dari deret, dan S, disebut jumlahan parsial
(partial sum). Jika lim S ada, maka deret S dikatakan konvergen dan

nilai limitnya adalah hasil dari jumlahan deret. Jika limitnya tidak ada,
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maka dikatakan deret S divergen. Deret infinit S yang dibangun oleh

barisan X: = (x,,) disimbolkan dengan

>(xy) atau ) x,, atau Y.07-; x,

U. Tes Formatif 5
Pilihlah salah satu sebagai jawaban yang tepat menurut kalian

1. Berikut ini adalah Barisan Cauchy, kecuali...
n+1
()
b. (Inn)

e (1+z+-+2)

(#5)
n2+1

2. Berikut ini merupakan barisan terbatas yang bukan barisan

Cauchy, kecuali
n+1

a ()

b. (2(-1)")
2n(-1)"

. ( n )

d. (In(=1)")

3. Barisan di bawah ini adalah divergen tegas, kecuali...

a. (Vn)

b. (Wwn+1)

c. (Wn—-1)

(7)
v+l
4. Barisan yang divergen tegas adalah...

[7s)
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b (2)
o (=)

d. ((n +1)>
n

5. Deret yang konvergen adalah...

a. y.cosn
cosn
b. X —
y—— >1
n(inn)¢ ’ ¢
d. Ysinn

Cocokkanlah jawaban kalian untuk soal-soal di atas dengan kunci
jawaban Tes Formatif 3 yang terdapat pada akhir modul ini. Hitung
jumlah jawaban yang benar dan gunakan rumus di bawah ini untuk
mengetahui penguasaan kalian terhadap materi Kegiatan Belajar 3

jumlah jawaban yang benar

Tingkat penguasaan = 10 x 100%
Arti tingkat penguasaan yang kalian capai:
90% - 100% Baik sekali
80% - 89% Baik
70% - 79% Cukup
<70% Kurang

Kalau kalian belum memcapai penguasaan minimal 80% sebaiknya
ulangi kegiatan belajar 3, terutama bagian yang belum dikuasai, tetapi
jika sudah mencapai penguasaan minimal 80% maka lanjutkan belajar

ke kegiatan selanjutnya.
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V. Kunci Jawaban Tes Formatif:

Tes Formatif 1

C

c
d

Tes Formatif 2

1
2. a
3. d
4
5

1
2
3.
4
5

o Qo T 9 T

Tes Formatif 3

1
2
3.
4
5

D & O O O

Tes Formatif 4
1. a
2. b
3. ¢C
4. d
5

b
Tes Formatif 5
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1. b
2. d
3. d
4. b
5 b
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INDEKS

Barisan

Barisan bagian
Barisan Cauchy
Deret

Divergen

Ekor barisan

Fungsi

Fungsi komposisi
Himpunan bagian
Himpunan countable
Himpunan finit
Himpunan infinit
Himpunan kosong
Himpunan terbuka
Himpunan tertutup
Induksi Matematika
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Infimum

Ketaksamaan Bernoulli
Ketaksamaan Cauchy
Konvergen

Limit

Monoton

Persekitaran
Supremum

Terbatas
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