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BAB I  

BILANGAN KOMPLEKS 

 

Tujuan Umum 

Setelah mempelajari topik ini, Anda dapat mengaplikasikan konsep dasar bilangan 

kompleks, sifat-sifat dan penerapan pada pemecahan masalah. 

Tujuan khusus: 

• Mampu menyelesaikan masalah penjumlahan dan pengurangan bilangan 

kompleks, secara aljabar, grafik, perkalian dan pembagian bilangan kompleks 

• Mampu mengubah bentuk bilangan kompleks bentuk baku ke dalam bentuk 

kutub dan dan eksponensial 

• Mampu menyelesaikan masalah nilai mutlak pada bilangan kompleks 

• Mampu menentukan akar bilangan kompleks 

• Mampu menerapkan rumus Moivre untuk menyelesaikan masalah bilangan 

kompleks berpangkat 

• Mampu menerapkan bilangan kompleks dalam menyelesaikan masalah. 

• Mampu menggunakan konsep topologi pada bilangan kopleks. 

Pertama kali bilangan diperlukan untuk menyatakan banyaknya elemen suatu 

himpunan tidak kosong, yaitu bilangan asli. Himpunan bilangan asli diperluas 

dengan bilangan nol menjadi bilangan cacah dan bilangan cacah diperluas dengan 

bilangan bulat negatif sehingga terbentuk bilangan bulat. Hasil bagi dua bilangan 

bulat diperlukan bilangan rasional. Jadi bilangan rasional merupakan perluasan dari 

bilangan bulat. Tetapi bilangan rasional tidak dapat menyelesaikan persamaan x2 = 

2, karena dapat dibuktikan tidak ada bilanan rasioanal yang kuadratnya sama 



Bilangan Kompleks  halaman 2 
 

dengan 2. Bilangan semacam ini yang tidak dapat dinyatakan sebagai hasil bagi 

dua bilangan bulat dinamakan bilangan irrasional. Bilangan-bilangan rasional dan 

irrasional dinamakan bilangan real. Himpunan bilangan riil dilambangkan dengan 

. Di dalam bilangan riil terdapat operasi hitung yang menghubungkan dua bilangan 

real dan relasi urutan yang juga merupakan operasi yang berlaku pada bilangan riil, 

sehingga  membentuk suatu sistem yang dinamakan sistem bilangan riil.  

 

 

Gambar 1: Garis Bilangan Riil 

 

Bilangan riil dapat direpresentasikan dengan titik pada pada garis yang disebut 

poros riil (real axis). Titik yang berkorespondensi dengan nol disebut panggal 

(origin). 

 

1.1 Bilangan Kompleks dan Operasi Hitung 

Definisi 

Bilangan kompleks z adalah bilangan yang berbentuk  

z = x + iy atau z = x + yi 

dengan x dan y bilangan real dan i satuan imaginer dengan i2 = -1. 

x disebut sebagai bagian nyata (riil) dan y disebut sebagai bagian khayal/imaginer 

dari z 

x = Re(z) dan y = Im(z) 
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1.2 Operasi Hitung pada Bilangan Kompleks 

Definisi 

Bilangan kompleks 111 iyxz +=  dan 222 iyxz +=  dikatakan sama dan ditulis 

21 zz =  jika dan hanya jika 21 xx =  dan 21 yy =  

Bilangan kompleks dikatakan sama jika dan hanya jika bagian riil dan imajiner 

sama. 

DefinisiUntuk bilangan kompleks 111 iyxz +=  dan 222 iyxz +=  jumlah dan 

hasilkali mereka berturut-turut didefinisikan  

21 zz +  = )()( 2211 iyxiyx +++   

 = )()( 2121 yyixx +++  

21 zz   = )()( 12212121 yxyxiyyxx ++−  

 

Invers terhadap Penjumlahan dan Perkalian 

Untuk setiap bilangan kompleks iyxz +=  terdapat satu bilangan kompleks 

111 iyxz +=  sehingga  01 =+ zz   yakni )(1 yixz −+−=  

z1 merupakan negatif dari z dan dinyatakan –z. Jadi untuk sembarang bilangan 

kompleks z berlaku z + (-z) = 0 

Jika 0z   maka terdapat tepat satu bilangan kompleks 2z  sehingga 12 = zz

,yaitu 2z  = 
2222 yx

y
i

yx

x

+
−

+
 dan dinamakan kebalikan atau resiprok dari z yang 
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merupakan invers terhadap perkalian dari z, dengan syarat 
22 yx +  tidak sama 

dengan nol dan ditulis 
z

1
  

 

Konjugat 

Untuk setiap bilangan kompleks iyxz +=  maka bilangan kompleks iyxz −=  

dinamakan konjugat bilangan z. 

 

1.3 Hukum Dasar/ Sifat Dasar 

Berikut ini adalah bentuk operasi dengan bilangan kompleks, kita dapat memproses 

seperti aljabar bilangan riil, menggantikan i2 dengan -1.  

1. Hukum komutatif 

1221 zzzz +=+  

1221 zzzz =  

2. Hukum Asosiatif 

321321 )()( zzzzzz ++=++  

321321 )()( zzzzzz =  

3. Hukum Distributif 

3121321 )( zzzzzzz +=+  

4. Operasi konjugat 

zz =  2121 zzzz +=+  2121 zzzz −=−  
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2121 zzzz =  

2

1

2

1

z

z

z

z
=








          

22 ))(Im())(Re( zzzz +=  

2
)Re(

zz
z

+
=   

i

zz
z

2
)Im(

−
=  

n z  =   atau n  = z notasi akar kompleks n/1z  tidak dalam n z  untuk 

mengungkapkan bahwa akar pangkat n dari z tidak tunggal. 

 

Dalam sistem bilangan kompleks tidak ada relasi urutan yaitu “lebih kecil” dan “lebih 

besar”.  

Diambil i   dan 0  , 0i   

Misal: 0i     22 )0()i(   

  01 −  kontradiksi 

 0i     44 )0()i(   

  01  kontradiksi 

 

1.4 Nilai Mutlak 

Definisi 

Nilai Mutlak atau modulus bilangan kompleks iyxz +=  yang dinyatakan dengan 

z  adalah bilangan real nonnegatif 
22 yx +  

Teorema (Sifat-sifat nilai mutlak) 

1. 0z  

2. 0z =  jika dan hanya jika z = 0 
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3. zz =− , zz =  

4. zzz  )Re()Re( , zzz  )Im()Im(  

5. 2zzz   

6. 2121 zzzz = ,     
2

1

2

1

z

z

z

z
=  

 

Ketaksamaan Segitiga 

Teorema 

Nilai mutlak jumlah dua bilangan kompleks tidak lebih dari jumlah nilai mutlak 

masing-masing suku, dan tidak kurang dari selisih nilai mutlak masing-masing suku. 

2121 zzzz ++   dan 2121 zzzz −+  

Teorema ini dinakaman ketaksamaan segitiga. 

Bukti 

2
21 zz +  = ))(( 2121 zzzz ++  

 = 22211211 zzzzzzzz +++  

 = 
2

2
2

1 zz +  + 2121 zzzz +  

 = )Re(2 21
2

2
2

1 zzzz ++    ingat Re(z) ≤ z 

 ≤ 21
2

2
2

1 2 zzzz ++  

 = 21
2

2
2

1 2 zzzz ++  
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 = 21
2

2
2

1 2 zzzz ++  

 = 
2

21 )( zz +  

Jadi 
2

21 zz + ≤ 
2

21 )( zz +  

Contoh 

Tentukan Re(z) dan Im(z) jika 
i

i
z

43

21

−

+
=  kemudian tentukan nilai z dan z . 

i

i

43

21

−

+
  = 

i

i

i

i

43

43

43

21

+

+

−

+
 = 

22 43

)64()83(

+

++− i
 = i

5

2

5

1
+

−
 

1.5 Penyajian Geometri 

Bilangan kompleks dapat disajikan pada bidang kompleks dan dengan vektor. 

P2: z2 – z1 

 

 

 

 

 

Arti geometri nilai mutlak  

Jika 111 iyxz +=  dan 222 iyxz +=  maka 21 zz −  = )()( 1212 yyixx −+− . 

Menurut definisi nilai mutlak atau modulus bilangan 21 zz −  adalah 21 zz −  = 

2
12

2
12 )()( yyxx −+− . Secara geometris nilai ini menyatakan jarak dari titik 

P1(x1,y1) ke titik P2(x2,y2) yakni panjang vektor 21PP . Demikian juga jika P(x,y) titik 

z2 

z1 

P2 
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wakil dari z = x + iy, maka z  = 
22 yx + . sama dengan panjang vektor OP , yaitu 

vektor yang menyajikan bilangan z. Jadi nilai mutlak suatu bilangan kompleks sama 

dengan panjang vektor yang menyajikan bilangan kompleks tersebut. 

Bentuk Kutub 

x  = cosr  

y  = sinr  

r  = 
22 yx +  

222 yxr += , 

cos  = 
r

x
, sin  = 

r

y
, tan  =

x

y
,  

Dengan demikian z = iyx +  dapat ditulis sebagai 

)sin(cos  ir + = cisr  

Sudut antara OP dan sumbu X yang diukur dalam radian dinamakan argumen 

bilangan kompleks z ditulis “arg(z)”,  

)arg(z  =  k2+   (k = 0, 1, 2, …) 

Argumen adalah sudut dari bilangan kompleks bila direpsentasikan dalam bentuk 

kutub. 

Argumen utama dengan syarat - < Arg(z)   

Contoh 

)i1(Arg −  = 
4


−   

)3i1(Arg + = 
3


 

y P 

z=x+yi 

x 

 

Sumbu imaginer 

Sumbu riil 

z = r 
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z  = cisr , 0r  ,   

r  = z  

  = )z(Arg  

 

Jika diberikan 1z  = 11 cisr   dan 2z  = 22 cisr  , 

Diperoleh 

❑ 
21 zz   = )(cisrr 2121 + ,  

dengan  

21 rr = 21zz  

21 +  = )zzarg( 21  

❑ 

2

1

z

z
 = )(cis

r

r
21

2

1 − , 

2

1

r

r
= 

2

1

z

z
 










2

1

z

z
arg  = 21 −  

sebarang )zzarg( 21  = suatu )zarg( 1 + suatu )zarg( 2   

sebarang 








2

1

z

z
arg  = suatu )zarg( 1 – suatu )zarg( 2  

contoh 

1) )1)(31( ii −+  

2) 1z  = i1+−   → )z(Arg 1  = 
4

3
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2z  = i   → )z(Arg 2  = 
2


 

21zz  = i1−−   → )zz(Arg 21  = 
4

3−
 

3) 1z  = i1−−   → )i1(Arg −−  = 
4

3
−  

2z  = i   → )i(Arg  = 
2


 

2

1

z

z
 =

i

i1−−
= 

1

i1

−

−
= i1+−  → )i1(Arg +−  = 

4

3
 

 

Diketahui )zarg(   

)
z

1
arg(  = )zarg(−  

)arg(z  = )zarg(−  

z  = 
z

z
2

 

 

 

1.6 Rumus Moivre 

cis  = + sinicos  

cis  = 1,    

untuk n : 
n)cis(   = 

  


faktorn

cisciscis   = ncis  

untuk n : 
n)sini(cos +  = + nsinincos  
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contoh 

7)1( i+   = ( ) ( )7
44

7
sincos2  i+   

 = ( )
4

7
4

72/7 sincos2  i+   

 = 8(1-i) 

 

1.7 Akar Pangkat-n dari Bilangan Kompleks 

Misalkan akar pangkat-n dari z adalah  sehingga 
n  = z 

Diberikan z = cisr , misalkan   =  cis , akibatnya 

n  = z  )(  ncisn
 = cisr  

 )sin(cos  ninn +  = )sin(cos  ir +  

diperoleh 
n  = r      n  =  k2+  

   = n r  (real non negatif)    = 
n

k 2+
 

 

 

 

 

 

 

Contoh 
6/1)1(−  

Ditulis -1 = cis  

  =  cis ,    = n r ,     = 
n

k 2+
 

k cukup diambil n bilangan bulat 

berurutan, misal k = 0, 1, 2, , (n-1) 

Ada n buah akar 
dari z ditulis  

= nz /1  
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Misalkan  = 
6/1)1(− , dengan  =  cis , berarti 

  = 61  = 1 dan   = 
6

2  k+
 = 

6

)12( +k
, diperoleh: 

0  = 
6
cis  = 

22

3 i
+  

1  = 
2
cis  = i 

2  = 
6

5cis  = 
22

3 i
+−  

3  = 
6

7cis  = ( )
6

5−cis  =
22

3 i
−−  

4  = 
6

9cis  = ( )
2
−cis  = -i 

5  = 
6

11cis  = ( )
6
−cis  = 

22

3 i
−  

 

1.8 Topologi di Bidang Kompleks 

Diberikan semesta , titik p, p  , himpunan E, E   . 

Definisi 

1. Kitar titik p dengan radius >0. 

N(p, ) = {z : z-p< } 

2. p disebut titik limit himpinan E jika untuk  

(>0) (q  E, q  p dan q N(p,) 

Contoh 

F  = {1, -1, i, -i} 

1 bukan titik limit F 
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i bukan titik limit F 

a  F  a bukan titik limit F 

p  F  p bukan titik limit F 

G = {z z = 
n
1 , n } 

 (
2
1 ,10-6)  G = {

2
1 } 

3. p  E dan p bukan titik limit E, maka p disebut titik terasing dari E (Isolated point) 

4. p titik interior E, jika >0 sehingga N(p,)  E 

5. E disebut terbuka, jika setiap anggota E adalah titik interior E. 

E = {z : z < 1} semua anggota interior z maka E terbuka 

F dan G tidak terbuka. 

6. E disebut tertutup jika memuat semua titik limitnya 

(E tertutup)  (p titik limit E   p  E) 

 

 

Teorema 

01 E , E’ terbuka 

02 E terbuka  EC =  – E tertutup 

03 Himpunan berhingga adalah tertutup 

04  terbuka dan tertutup  

05   terbuka dan tertutup 

7. p titik pembatas himpunan E, jika  

untuk 0 , 0),(  EpN  dan  cEpN ),(  
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8. Himpunan semua titik pembatas E disebut perbatasan E. 

9. Daerah adalah suatu himpunan terbuka yang tidak kosong atau himpunan 

semacam ini digabung dengan sebagian atau seluruh titik-titik pembatsannya. 

10. Himpunan terbuka E terhubung jika setiap dua titik anggota E dapat 

dihubungkan garis patah yang seluruhnya di dalam E. 

11. Domain adalah himpunan terbuka yang terhubung. 

 

Soal Latihan 

1. Nyatakan dalam bentuk polar 

a. 1 + i  

b. -3 – 4i 

c. 3i, -3i 

2. Tentukan argumen dari 

a. 1 – i  

b.  – i  

3. Nyatakan dalam bentuk z = x + iy 

a. 







+

4
sin

4
cos8


i  

b. 







+

4

3
sin

4

3
cos18


i  

4. Tentukan semua nilai akar berikut 

a.  (-1)1/3 

b. 11/6 

5. Tunjukkan bahwa i31z =  memenuhi persamaan 010z2z2 =+−  
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6. Tentukan Re(z), Im(z), z  dan z  untuk 

a. z = 
i

i

i

i

25

143

43

52 −
+

+

−
 

b. z = 
)31)(21)(1(

1512

iii

i

+++

−
 

7. Tulislah bilangan kompleks berikut ke bentuk a + ib 

a. 
7)1( i+  

b. 
i

i

+

−

1

)1( 3

 

8. Tentukan bagian real dan bagian imajiner dari  

in dan i-n untuk n bilangan bulat positif 

9. Jika z  = 3 buktikan bahwa 
8

1

1

1
2


+z

 

10. Jika z2 ≠ z3  buktikan bahwa |
𝑧1

𝑧2+𝑧3
| ≤

|𝑧1|

|𝑧2|−|𝑧3|
 

11. Buktikan rumus|𝑧1𝑧2𝑧3…𝑧𝑛| = |𝑧1||𝑧2||𝑧3|… |𝑧𝑛|  dengan induksi matematik 

 

12. Tulislah bilangan kompleks berikut dalam bentuk r (cos θ+ i sin θ) 

a. 1, i, -1, -i 

b. 1 + i, (1 + i)7, 1 − 𝑖√3, −1 + 𝑖√3 

13. Dengan menggunakan bentuk kutub untuk masing – masing faktornya 

nyatakan bilangan komplek  beri-kut ke dalam bentuk  a + ib 

a.  ( 1 – i )8 

b. 
(1−i)3

1+i
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c. 
(1+i√3)

3
(√3+i)6

(1+i)2
   

14. Di bidang kompleks diberikan titik A yang 

menyatakan bilang z. Tentukan secara 

geometris titik P yang menyatakan w jika  

a. w = iz,  

b. w = -iz,  

c. w = 𝑧̅ 

d. w = iz + 1 + i 

 

15. Lukislah titik P untuk w = 
1

z
 . Jika diberikan titik A yang menyajikan sembarang 

bilangan z untuk: 

a. 0 ≤ z ≤ 1 

b. z = 1 

 

16. Berikan alasan mengapa rumus 

212121 zzzzzz ++−  

disebut ketaksamaan segitiga 

17. Jika a dan b akar-akar pangkat tiga yang tidak riil dari 1, buktikan bahwa b = 

a2. 

18. Tentukan semua akar pangkat 6 dari -1 dan gambarkan akar-akar itu dibidang 

kompleks. 

19. Jika w sembarang akar pangkat n dari 1 dan w ≠ 1  

buktikan bahwa 1 + w + w2 + ... + wn-1 = 0 

y 

iz 

z1 

z1’ 

z2=

z 

x 
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20. Dengan menggunakan teorema Moivre buktikan bahwa untuk a = 𝜋
7
 diperoleh  

cos a – cos 2a + cos 3a = ½  

21. Dengan menggunakan rumus 1 + z + z2 + ... + zn = 
1−zn+1

1−z
, z ≠ 1 untuk 0<<2 

turunkan rumus 

1 + cos  + cos 2 + ... + cos n = 
sin(n+1

2
)θ

2 sin 1
2
θ

  

sin  + sin 2 + ... + sin n = 1
2
cot 1

2
𝜃 −

cos(n+1
2
)θ

2 sin 1
2
θ

 

22. Buktikan bahwa titik z di bidang kompleks yang memenuhi persamaan z-1+i = 

2 terletak pada lingkaran  

x2+y2–2x + 2y – 2 = 0. Jadi z-1+i = 2 menyajikan persamaan suatu lingkaran. 

23. Tafsirkan secara geometris bahwa persamaan z+3 + z-3 = 10 di bidang 

kompleks menyajikan persamaan suatu ellips. Tentukan bilangan kompleks 

yang dinyatakan oleh puncak dan fokus ellips ini. 

24. Irisan kerucut apakah yang disajikan oleh persamaan z-5 - z + 5 = 6? 

Tentukan bilangan kompleks yang menyatakan puncak dan fokus irisan kerucut 

ini. 

25. Buktikan bahwa titik-titik z yang memenuhi persamaan z – 2i = 2z - 3 terletak 

pada suatu lingkaran  

26. Sketlah titik demi titik kurva yang disajikan oleh persamaan  

a. z2 - z = 1 

b. z2 – 3z + 4 = 16 

27. Jika a + ib dengan a dan b riil adalah suatu akar persamaan dengan koefisien-

koefisien riil c0zn + c1zn-1 + ... + cn-1z + cn = 0 maka a – ib juga akar persamaan 
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ini. Buktikan teorema ini. Jadi akar-akar yang tidak riil suatu persamaan derajat 

tinggi dengan koefisien riil sepasang-sepasang saling konjugat. 

28. Jika diberikan bilangan kompleks z1 dan z2, tentukan konstata kompleks c dan 

r > 0 sehingga bilangan kompleks z berlaku z – z1 = 2 z – z2 jika dan hanya 

jika z – c = r. 

  

1.9 Soal dan Penyelesaian 

1. Nyatakan dalam bentuk polar 

a. 1 + i  

Untuk z = 1 + i, diperoleh r = 2  dan arg z = 


k2
4

+ , sehingga 

1 + i = 







+++ )2

4
sin()2

4
cos(2 





kik   

b. 3i, -3i 

Untuk z = 3i dan z = -3i, diperoleh r = 3 dan arg z = 


k2
2

+ , sehingga 

3i = 







+++ )2

2
sin()2

2
cos(3 





kik  dan 

-3i = 







+−+ )2

2
sin()2

2
cos(3 





kik  

 

 

2. Tentukan argumen dari 

a. 1 – i  
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Arg (1 – i) = 
1

1
tan

−
arc  = 

4


−  

b.  – i  

Arg ( – i) = 


−
tanarc  = 

4


−  

 

3. Nyatakan dalam bentuk z = x + iy 

a. 







+

4
sin

4
cos8


i  

x = 








4
cos8


 = 28

2
1  = 2 

y = 








4
sin8


 = 28

2
1  = 2 

jadi 







+

4
sin

4
cos8


i  = 2 + 2i 

b. 







+

4

3
sin

4

3
cos18


i  

x = 








4

3
cos18


 = ( )218

2
1−  = -3 

y = 








4

3
sin18


 = 218

2
1  = 3 

jadi 







+

4

3
sin

4

3
cos18


i  = -3 + 3i 

 

4. Tentukan semua nilai akar berikut 

a. (-1)1/3 
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Ditulis -1 = cis  

Misalkan  = 
3/1)1(− , dengan  =  cis , berarti 

  = 31  = 1 dan   = 
3

2  k+
 = 

3

)12( +k
, diperoleh: 

0  = 
3
cis  = 

2

3

2

1
i+  

1  = cis  = 01 +− i  = -1 

2  = 
3

5cis  = 
2

3

2

1
i−  

 

b. 11/6 

Ditulis 1 = 0cis  

Misalkan  = 
6/1)1( , dengan  =  cis , berarti 

  = 61  = 1 dan   = 
6

20 k+
 = 

3

k
, diperoleh: 

0  = 0cis  = 1 

1  = 
3
cis  = i

2

3

2

1
+  

2  = 
3

2cis  = i
2

3

2

1
+−  

3  = cis  = 1−  

4  = 
3

4cis  = i
2

3

2

1
−−  

5  = 
3

5cis  = i
2

3

2

1
−  
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5. Tunjukkan bahwa i31z =  memenuhi persamaan 010z2z2 =+−  

Penyelesaian: 

z1,2 = 
−b±√b2−4ac

2a
 , dengan a = 1, b = -2 dan c = 10 

z1,2  = 
−(−2)±√(−2)2−4(1)(10)

2.1
 =  

2±√4−40

2
 = 

2±√−36

2
  

 = 
2±6i

2
 = 1  3i 

6. Tentukan Re(z), Im(z), z  dan z  untuk 

a. z = 
i

i

i

i

25

143

43

52 −
+

+

−
 

b. z = 
)31)(21)(1(

1512

iii

i

+++

−
 

Penyelesaian 

a. z  = 
2−5i

3+4i

3−4i

3−4i
+
3−14i

25i

−i

−i
 =
−28−26i

25
  

Re(z) = 
−28

25
, Im(z) = 

−26

25
,  

z = √(
−28

25
)
2
+ (

−26

25
)
2
 = √

1460

252
,  𝑧̅ = 

−28+26i

25
 

b. z = 
12−5i

(1+i)(1+2i)(1+3i)
 

Z = 
12−5i

(1+i)(1+2i)(1+3i)
 = 

12−5i

(−1+3i)(1+3i)
 = −

6

5
+
1

2
𝑖 

Re(z) = 
−6

5
, Im(z) = 

1

2
, z = √(

−6

5
)
2
+ (

1

2
)
2
 = √

36

25
+
1

4
 = 

13

10
 = 1,3 ,  𝑧̅ = −

6

5
−
1

2
𝑖 

 

7. Tulislah bilangan kompleks berikut ke bentuk a + ib 
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a. 
7)1( i+  

Penyelesaian 

(1+i)7  = 1(1)7 + 7(1)6i + 21(1)5(i)2 + 35(1)4(i)3 + 35(1)3(i)4 + 21(1)2(i)5 + 

7(1)(i)6 + 1(i)7 

 = 1+7i-21-35i+35+21i-7-i = 8-8i 

b. 
i

i

+

−

1

)1( 3

 

(1−i)3

1+i
 = 

1(1)3−3i−3+i

1+i
 = 

−2−2i

1+i
 = -2 

 

8. Tentukan bagian real dan bagian imajiner dari  

in dan i-n untuk n bilangan bulat positif 

a. in = {

1, 𝑛 = 4𝑘
−1, 𝑛 = 4𝑘 − 2
𝑖, 𝑛 = 4𝑘 − 3
−𝑖, 𝑛4𝑘 − 1

, k = 1, 2, 3, ...,n 

b. i-n =  (-i-1)n = (
1

𝑖

𝑖

𝑖
)
𝑛
 = (−𝑖)𝑛= (−1)𝑛(𝑖)𝑛 

Re(z) = {
1, 𝑛 = 4𝑘

−1, 𝑛 = 4𝑘 − 2
0, 𝑛 = 𝑔𝑎𝑛𝑗𝑖𝑙

   dan    

Im(z) = {
0, 𝑛 = 𝑔𝑒𝑛𝑎𝑝
1, 𝑛 = 4𝑘 − 1
−1, 𝑛 = 4𝑘 − 3

 

 

9. Buktikan hukum-hukum komutatif, asosiatif dan distributif operasi-operasi hitung 

dalam sistem bilangan kompleks pada 1.2 

Komutatif Penjumlahan 

Z1 + Z2  = (x1 + i y1) + (x2 + i y2) = (x1 + x2) + i (y1 + y2)  
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 = (x2 + x1) + i (y2 + y1) = x2 + x1 + i y2 + i y1 

 = (x2 + i y2) + (x1 + i y1) = Z2 + Z1. 

Komutatif Perkalian 

Z1 . Z2  = (x1 + i y1) (x2 + i y2)  

 = x1x2 – y1y2 + i(x1y2 + x2y1)  

 = x2x1 – y2y1 + i(x2y1 + y2x1) 

 = (x2 + i y2) (x1 + i y1) = Z2 . Z1 

Asosiatif Penjumlahan 

Z1 + (Z2 + Z3)  = (x1 + i y1) + [(x2 + i y2) + (x3 + i y3)]  

 = (x1 + i y1) + (x2 + i y2) + (x3 + i y3) 

 = [(x1 + i y1) + (x2 + i y2)] + (x3 + i y3)  

 = (Z1 + Z2)+ Z3 

Distributif 

Z1 (Z2 + Z3)  = (x1 + i y1) [(x2 + i y2) + (x3 + i y3)]  

 = (x1 + i y1) [(x2 + x3) + i(y2 + y3)] 

 = [(x1 + iy1)(x2 + iy2)] + [(x1 + iy1)(x3 + iy3)] 

 = (Z1 Z2) + (Z1 Z3) 

 

 

10. Buktikan hukum-hukum tentang operasi konjugat dalam 1.2. 

Penyelesaian 

• 𝑧̿=𝑥1 + 𝑖𝑦1̿̿ ̿̿ ̿̿ ̿̿ ̿̿ ̿  = 𝑥1 − 𝑖𝑦1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑥1 + 𝑖𝑦1 = z 

• 𝑧1̅ + 𝑧2̅  = (𝑥1 − 𝑖𝑦1) + (𝑥2 − 𝑖𝑦2)  

 = (𝑥1 + 𝑥2) + 𝑖(𝑦1 + 𝑦2)  
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 = 𝑧1 + 𝑧2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

• 𝑧1̅ − 𝑧2̅  = (𝑥1 − 𝑖𝑦1) − (𝑥2 − 𝑖𝑦2)  

 = (𝑥1 − 𝑥2) − 𝑖(𝑦1 − 𝑦2)  = 𝑧1 − 𝑧2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

• 𝑧1̅ ∙ 𝑧2̅  = (𝑥1 − 𝑖𝑦1) ∙ (𝑥2 − 𝑖𝑦2)  

 = (𝑥1𝑥2 − 𝑦1𝑦2) − 𝑖(𝑥1𝑦2 − 𝑦1𝑥2) = 𝑧1 ∙ 𝑧2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

• 
𝑧+�̅�

2
 = 

(x+iy)+(x−iy)

2
 = 

2x

2
 = x = Re(z) 

• 
𝑧−�̅�

2
 = 

(x+iy)−(x−iy)

2
 = 

2y

2
 = y = Im(z) 

11. Jika z = 3 buktikan bahwa|
1

𝑧2+1
| ≤

1

8
  

Penyelesaian 

|
1

𝑧2+1
| = 

1

|𝑧2+1|
 ≤ 

1

|𝑧2|−|1|
 = 

1

9−1
 = 

1

8
, karena 

z

1
 maka tanda   

Jadi terbukti bahwa |
1

𝑧2+1
| ≤

1

8
 

12. Jika z2 ≠ z3  buktikan bahwa |
𝑧1

𝑧2+𝑧3
| ≤

|𝑧1|

|𝑧2|−|𝑧3|
 

Penyelesaian 

|
𝑧1

𝑧2+𝑧3
| = 

|z1|

|z2+z3|
  , karena z2 + z3  z2 - z3   

|z1|

|z2+z3|
 ≤ 

|z1|

|z2|−|z3|
  

13. Buktikan rumus|𝑧1𝑧2𝑧3…𝑧𝑛| = |𝑧1||𝑧2||𝑧3|… |𝑧𝑛|  dengan induksi matematik 

Penyelesaian 

a. Ambil n = 2 

z1z22  = (𝑧1𝑧2)(𝑧1𝑧2̅̅ ̅̅ ̅̅ ) = (𝑧1𝑧2)(𝑧1̅𝑧2̅) = (𝑧1𝑧1̅)(𝑧2𝑧2̅)  

 = |𝑧1|
2|𝑧2|

2 

b. Ambil n = k adalah benar diasumsikan  
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|𝑧1𝑧2𝑧3…𝑧𝑘| = |𝑧1||𝑧2||𝑧3|… |𝑧𝑘| 

c. Untuk n = k + 1 

|𝑧1𝑧2𝑧3…𝑧𝑘 . 𝑧𝑘+1|  = |(𝑧1𝑧2𝑧3…𝑧𝑘). (𝑧𝑘+1)|  

 = |𝑧1𝑧2…𝑧𝑘|. |𝑧𝑘+1| 

 = |𝑧1||𝑧2| … |𝑧𝑘|. |𝑧𝑘+1| 

14. Tulislah bilangan kompleks berikut dalam bentuk r (cos θ+ i sin θ) 

Penyelesaian : 

a. 1, i, -1, -i 

 z =1, = 1 + i 0, sehingga x = 1 dan y = 0 

r = √x2 + y2  =√12 + 02  = 1 

arg(z)  = arg(1+0i) = arc tan  
y

x
 = arc tan 

0

1
  

 = arc tan 0 = 0 

z = 1 ( cos 0 + i sin 0)  = cos 0 + i sin 0  = cis 0  

 z= i = 0 + i. 1, x = 0 dan y = 1 

r= √x2 + y2  = √02 + 12  = 1 

arg(z)  = arg(i) = arc tan  
y

x
 = arc tan 

1

0
 = 

π

2
 

z  = r (cos θ + i sin θ)  = 1 ( cos 
π

2
+ I sin 

π

2
)   

 = cos 
π

2
 + i sin 

π

2
  = cis 

π

2
 

 z = -1 = -1 + i.0, sehingg x = -1 dan y = 0 

r= √x2 + y2   =√(−1)2 + 02  = 1 

arg(z)  = arg(-1) = arc tan  
y

x
 = arc tan 

0

−1
 = π 

z  = r (cos θ + i sin θ)  = 1 ( cos π + I sin π)   
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 = cos π + i sin π 

 z = -i = 0 + i. (-1), sehingga x = 0 dan y = -1 

r = √x2 + y2   =√02 + (−1)2  = 1 

arg(z)  = arg(-i) = arc tan  
y

x
 = arc tan 

−1

0
 = 

3

2
π 

z  = r (cos θ + i sin θ)  = 1 ( cos 
3

2
π+ i sin

3

2
π)   

 = cos 
3

2
π + i sin 

3

2
π  = cis 

3

2
π 

b. 1 + i, (1 + i)7, 1 − 𝑖√3, −1 + 𝑖√3 

1 + i = √2(𝑐𝑜𝑠𝜋
4
+ 𝑖𝑠𝑖𝑛𝜋

4
) 

(1+i)7  = (√2)
7
(𝑐𝑜𝑠7𝜋

4
+ 𝑖𝑠𝑖𝑛7𝜋

4
)   

 = 8√2(𝑐𝑜𝑠7𝜋
4
+ 𝑖𝑠𝑖𝑛7𝜋

4
) 

1 − 𝑖√3 = 2(𝑐𝑜𝑠5𝜋
3
+ 𝑖𝑠𝑖𝑛5𝜋

3
) 

−1 + 𝑖√3 = 2(𝑐𝑜𝑠4𝜋
3
+ 𝑖𝑠𝑖𝑛4𝜋

3
) 

15. Dengan menggunakan bentuk kutub untuk masing – masing faktornya 

nyatakan bilangan komplek  beri-kut ke dalam bentuk  a + ib 

a. ( 1 – i )8 

Penyelesaian  

( 1 – i )8  = (√2)
8
[cos (8 ∙

7𝜋

4
) + 𝑖 sin(8 ∙ 7𝜋

4
)]  

 = 16(cos14𝜋 + 𝑖 sin 14𝜋) = 16 

b.  
(1−i)3

1+i
  = 

(√2)3[cos(3∙
7π
4
)+i sin(3∙

7π
4
)]

√2(cos
7π
4
+isin(

7π
4
)

  

 = 2 (cos 5+ i sin 5) = -2 

c.  
(1+i√3)

3
(√3+i)6

(1+i)2
  = 

23(cos3∙π3+i sin3∙
π
2)2

6(cos6∙π6+i sin3∙
π
6)

2(cos2∙π
4
+i sin 2∙π

4
)
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 = 256(cos(π + π − π

2
+ i sinπ + π − π

2
) 

 = 256(cos 3π
2
+i sin 3π

2
) = -256i 

 

16. Di bidang kompleks diberikan titik A yang 

menyatakan bilang z. Tentukan secara 

geometris titik P yang menyatakan w jika  

a. w = iz, z1 = i dan z2 = z 

Gunakan Z = r ei 

w = iz = 𝑒
𝜋𝑖
2 ∙ 𝑟 ∙ 𝑒𝑖𝜃 = 𝑟 ∙ 𝑒(𝜃+

𝜋
2
)𝑖 

  

b. w = -iz, z1 = -i, z2 = z 

w = -iz =𝑒−
𝜋𝑖
2
+𝑖𝜃  = 𝑒𝑖(𝜃−

𝜋
2
) 

c. w = 𝑧̅ 

w = 𝑧̅ = 𝑒𝑖𝜃 ? 

d. w = iz + 1 + i, z1 = i dan z2 = z, z3 = 1 + i,  

w = z1  z2 + z3 

17. Lukislah titik P untuk w = 
1

z
 . Jika diberikan titik A yang menyajikan sembarang 

bilangan z untuk: 

a. 0 ≤ z ≤ 1 

b. z = 1 

 

18. Berikan alasan mengapa rumus 

 ||𝑧1| − |𝑧2|| ≤ |𝑧1 + 𝑧2| ≤ |𝑧1| + |𝑧2|  

y 

iz 

z1 

z1’ 

z2=

z 

x 
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disebut ketaksamaan segitiga 

19. Jika a dan b akar-akar pangkat tiga yang tidak riil dari 1, buktikan bahwa b = 

a2. 

Misalkan w = 1 cis 0, 

11/3 = zk = 1 (cos
0+2𝑘𝜋

3
+ 𝑖 sin 0+2𝑘𝜋

3
) ,  

untuk k = 0, 1, 2 

Ketiga akar pangkat 3 dari 1 adalah: 

z0 = cis 0 = 1 

z1 = 𝑐𝑖𝑠2𝜋
3
 = −1

2
+𝑖

1

2
√3 

z2 = 𝑐𝑖𝑠4𝜋
3
 = −1

2
−𝑖

1

2
√3 

misalkan  a = z1 = −1
2
+ 𝑖

1

2
√3 

 b = z1 = −1
2
− 𝑖

1

2
√3 

a2 = (−1
2
+ 𝑖

1

2
√3)

2
 = 1

4
−

1

2
𝑖√3 −

3

4
 = −1

2
− 𝑖

1

2
√3 

20. Tentukan semua akar pangkat 6 dari -1 dan gambarkan akar-akar itu dibidang 

kompleks. 

Penyelesaian : 

Misalkan w = 1 cis , 

-11/6 = zk = 1 (cos
𝜋+2𝑘𝜋

6
+ 𝑖 sin 𝜋+2𝑘𝜋

6
) , untuk k = 0, 1, 2, 3, 4, 5 

Ketiga akar pangkat 6 dari -1 adalah: 

z0 = 𝑐𝑖𝑠𝜋
6
 = 1

2
√3+ 𝑖1

2
 = 1

2
√3+ 1

2
𝑖 

z1 = 𝑐𝑖𝑠𝜋
2
 =  0 + 𝑖. 1 = 𝑖 

z2 = 𝑐𝑖𝑠5𝜋
6
 =  −1

2
√3+ 𝑖1

2
 = −1

2
√3+ 1

2
𝑖 
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z3 = 𝑐𝑖𝑠7𝜋
6
 =  −1

2
√3− 𝑖1

2
 = −1

2
√3− 1

2
𝑖 

z4 = 𝑐𝑖𝑠7𝜋
6
 =  0 − 𝑖. 1 = −𝑖 

z5 = 𝑐𝑖𝑠11𝜋
6

 =  1
2
√3− 𝑖1

2
 = 1

2
√3− 1

2
𝑖 

 

21. Seperti soal nomor 20, untuk akar pangkat 3 dari 1 dan dari -1 

a. Akar pangkat 3 dari 1 seperti no 19 

b. Akar pangkat 3 dari -1  

Misalkan w = 1 cis , 

(-1)1/3 = zk = 1 cis
𝜋+2𝑘𝜋

3
 , untuk k = 0, 1, 2 

Ketiga akar pangkat 6 dari -1 adalah: 

z0 = 𝑐𝑖𝑠𝜋
3
 = 1

2
+ 𝑖1

2
√3 = 1

2
+ 1

2
𝑖√3 

z1 = 𝑐𝑖𝑠𝜋 =  −1 + 𝑖. 0 = −1 

z2 = 𝑐𝑖𝑠5𝜋
3
 =  1

2
− 𝑖1

2
√3  

22. Jika w sembarang akar pangkat n dari 1 dan w ≠ 1  

buktikan bahwa 1 + w + w2 + ... + wn-1 = 0 

Penyelesaian 

dari w merupakan akar pangkat n dari 1, sehingga diperoleh bahwa wn = 1 dan  

wn+1 = wn . w = w  

sehingga 1 + w + w2 + ... + wn-1 + wn = 
1−wn+1

1−w
 = 

1−w

1−w
 = 1,  

 1 + w + w2 + ... + wn-1 + 1 = 1 

Jadi 1 + w + w2 + ... + wn-1 = 0 

23. Gunakan teorema Moivre buktikan bahwa untuk a = 𝜋
7
 diperoleh cos a – cos 2a 

+ cos 3a = ½  
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Penyelesaian 

cis a – cis 2a + cis 3a = 
cisa(1−(−cisa)3)

1−(−cisa)
 = 

cisa+(cisa)4

1+cisa
  

= 
cisa+cis4a

1+cisa

1+cosa−i sin a

1+cosa−i sin a
 

= 
cosa+i sina+cos4a+isin4a

1+cosa+i sina

1+cosa−i sin a

1+cosa−i sin a
 

= 

cosa+cos2 a−i cosa sina+i sina+i sin a cosa+sin2 a+cos4a+cosacos 4a−i sina cos4a+i sin4a+i cosa sin4a+sina cos4a

1+cosa−i sina+cosa+cos2 a−i sin a cosa+i sina+i sina cosa+sin2 a
 

= 

cosa+cos2 a−i cosa sina+i sina+i sin a cosa+sin2 a+cos4a+cosacos 4a−i sina cos4a+i sin4a+i cosa sin4a+sina cos4a

2(1+cosa)
 

cos a – cos 2a + cos 3a  = Re(ruas kanan) 

 = 
cosa+cos2 a+sin2 a+cos4a+cosa cos4a+sina sin4a

2(1+cosa)
 

 = 
1+cosa+cos4a+cos3a

2(1+cosa)
 

 = 
1

2
+
cos4a+cos3a

2(1+cosa)
 

 =
1

2
+
2 cos 7a

2
cos a

2

2(1+cosa)
  

 = 
1

2
+

20∙cos a
2

2(1+cosa)
 

 = 
1

2
 

24. Dengan menggunakan rumus 1 + z + z2 + ... + zn = 
1−zn+1

1−z
, z ≠ 1 untuk 0<<2 

turunkan rumus 

1 + cos  + cos 2 + ... + cos n = 
sin(n+1

2
)θ

2 sin 1
2
θ

  

sin  + sin 2 + ... + sin n = 1
2
cot 1

2
𝜃 −

cos(n+1
2
)θ

2 sin 1
2
θ
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Penyelesaian 

1 + z + z2 + ... + zn = 
1−(cisθ)n+1

1−cisθ
  

 = 
1−(cisθ)n+1

1−cisθ

1−cosθ+i sinθ

1−cosθ+i sinθ
  

 = 
[(1−cos(n+1)θ)−i sin(n+1)θ]∙[(1−cosθ)+i sinθ]

(1−cosθ)2+sin2 θ
 

= 
(1−cos(n+1)θ)(1−cosθ)+sin(n+1)θsin+i[(1−cosθ) sin−(1−cos)( sin(n+1)θ

1−2cos+cos2 θ+sin2 θ
 

= 
(1−cos(n+1)θ)(1−cosθ)+sin(n+1)θsin+i[(1−cosθ) sin−(1−cos)( sin(n+1)θ

2(1−cos)
  

= 
1−cos−cos(n+1)θ+coscos(n+1)θ+sin(n+1)θsin+i(sin−sin cosθ−sin(n+1)θ+cos sin(n+1)

2(2 sin2 1
2
θ)

 

1 + z + z2 + ... + zn = 
(1−cos)−cos(n+1)θ+cos n+i(sin−sin(n+1)−sin(n+2))

4 sin2 1
2
θ

 

 = 
2sin2 1

2
θ+cosn−cos(n+1)θ+i(sin−sin(n+2)−sin(n+1))

4 sin2 1
2
θ

 

Re(1 + z + z2 + ... + zn)  = 
2sin2 1

2
θ+cos n−cos(n+1)θ

4 sin2 1
2
θ

 = 
1

2
+
sin(n+1

2
)θ

2 sin 1
2
θ

 

Im(1 + z + z2 + ... + zn)  = 
sin −sin(n+2)−sin(n+1)

4 sin2 1
2
θ

  

 = 1
2
cot 1

2
𝜃 −

cos(n+1
2
)θ

2 sin 1
2
θ

 

 

25. Buktikan bahwa titik z di bidang kompleks yang memenuhi persamaan z-1+i = 

2 terletak pada lingkaran  

x2+y2–2x + 2y – 2 = 0. Jadi z-1+i = 2 menyajikan persamaan suatu lingkaran. 

Penyelesaian 

z-1+i = 2   x + iy -1+i = 2  (x – 1)2 + (y + 1)2 = 4   

   x2 – 2x + 1 + y2 + 2y + 1 = 4 
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  x2 + y2 – 2x + 2y – 2 = 0  

Terbukti bahwa z-1+i = 2 terletak pada lingkaran  

x2 + y2 – 2x + 2y – 2 = 0 

z-1+i = 2  x2 + y2 – 2x + 2y – 2 = 0 menyajikan suatu persamaan lingkaran 

26. Tafsirkan secara geometris bahwa persamaan z+3 + z-3 = 10 di bidang 

kompleks menyajikan persamaan suatu ellips. Tentukan bilangan kompleks 

yang dinyatakan oleh puncak dan fokus ellips ini. 

Penyelesaian 

z+3 + z-3 = 10   x + 3 + iy + x – 3 + iy = 10 

 √(𝑥 + 3)2 + 𝑦2 +√(𝑥 − 3)2 + 𝑦2 = 10 

 √(𝑥 + 3)2 + 𝑦2 = 10 −√(𝑥 − 3)2 + 𝑦2 

 𝑥2 + 6𝑥 + 9 + 𝑦2 = 100 − 20√𝑥2 − 6𝑥 + 9 + 𝑦2 + 𝑥2 − 6𝑥 + 9 + 𝑦2 

 12x – 100 = −20√𝑥2 − 6𝑥 + 9 + 𝑦2 

 100 – 12x = 20√𝑥2 − 6𝑥 + 9 + 𝑦2 

 10000 – 2400x + 144x2 = 400(x2 – 6x + 9 + y2) 

 10000 – 3600 – 2400x + 2400x + 144x2 – 400x2 – 400y2 = 0  

 -256x2 – 400y2 = -6400 

 
x2

25
+
y2

16
 = 1 

Titik fokus ellips adalah (3, 0) dan titik puncak adalah (5,0), (0,4) 

27. Irisan kerucut apakah yang disajikan oleh persamaan z-5 - z + 5 = 6? 

Tentukan bilangan kompleks yang menyatakan puncak dan fokus irisan kerucut 

ini. 



Bilangan Kompleks  halaman 33 
 

Penyelesaian 

Jika z-5 > z + 5 = 6, maka z-5 - z + 5 = 6 

z-5 = 6 + z + 5 

 x+iy-5 = 6 + x + iy + 5  

 (x-5)2 +y2 = 36 + 12x +5 + iy + (x+5)2 + y2 

 -20 x – 36 = 12√𝑥2 + 10𝑥 + 25 + 𝑦2 

 400 x2 + 1440x + 362 = 144(𝑥2 + 10𝑥 + 25 + 𝑦2) 

 256 x2 – 144y2 = 3600 – 362. 

 1
49

22

=−
yx

 

28. Buktikan bahwa titik-titik z yang memenuhi persamaan z – 2i = 2z - 3 terletak 

pada suatu lingkaran  

Penyelesaian 

z – 2i = 2z - 3   

 √𝑥2 + (𝑦 − 2)2 = 2√(𝑥 − 3)2 + 𝑦2 

 𝑥2 + 𝑦2 − 4𝑦 + 4 = 4(𝑥2 − 6𝑥 + 9 + 𝑦2) 

 3𝑥2 + 3𝑦2 − 24𝑥 + 4𝑦 + 32 = 0 

 𝑥2 + 𝑦2 − 8𝑥 + 4

3
𝑦 + 32

3
= 0 

 (𝑥2 − 8𝑥 + 16) + (𝑦2 + 4

3
𝑦 + 4

9
= 57

9
 

 (𝑥 − 4)2 + (𝑦 + 2

3
)2 = 52

9
 

Jadi z yang meneuhi z – 2i = 2z - 3 terletak pada lingkaran dengan pusat (4, 

−
2

3
) dengan radius 

√52

3
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29. Sketlah titik demi titik kurva yang disajikan oleh persamaan  

a. z2 - z = 1 

Penyelesaian (x+iy)(x+iy) 

z2 - z = 1   x2 + 2xyi – y2 – x – iy = 1 

  (x2 + y2 – x) + i(2xy – y) = 1 

  (x2 + y2 – x)2 + (2xy – y)2 = 1 

  x4 + x2y2 –x3 + x2y2 + y4 – xy2 –x3 –xy2 – x2 + 4x2y2 – 2xy2 – 2xy2 – 

y2 = 1 

  x4 + 2x2y2 – 2x3 + x2 – 2xy2 + y2 + y4 = 1 

  x2(x2 + 2y2 – 2x + 1)  + y2 (x2 – 2x + y2 + 1) = 1 

  x2[(x-1)2 + y2] + y2 [(x-1)2 + y2] = 1 ? 

  (x2+ y2)[(x-1)2 + y2] = 1 ? 

 

30. 16432 =+− zz  

Penyelesaian 

16432 =+− zz  

 164332 22 =+−−−+ yixyxyix  

 16324322 =−++−− yixyixyx  

 

31. Jika a + ib dengan a dan b riil adalah suatu akar persamaan dengan koefisien-

koefisien riil c0zn + c1zn-1 + ... + cn-1z + cn = 0 maka a – ib juga akar persamaan 
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ini. Buktikan teorema ini. Jadi akar-akar yang tidak riil suatu persamaan derajat 

tinggi dengan koefisien riil sepasang-sepasang saling konjugat. 

Penyelesaian 

Misalkan z = a + ib = r cis , r = √𝑎2 + 𝑏2  dan  = arg (a + ib) = arctan (b
a
) 

z akar co + c1 z + c2 z2 + ... + cn zn = 0  

maka co + c1 r cis  + c2 r2 cis 2 + ... + cn rn cis n = 0 

co + c1 r cos  + c2 r2 cos 2 + ... + cn rn cos n + i (c1 r sin  + c2 r2 sin 2 + ... + 

cn rn sin n) = 0 

 ∑ 𝑐𝑘𝑟
𝑘 cos 𝑘𝜃𝑛

𝑘=0  + 𝑖 ∑ 𝑐𝑘𝑟
𝑘 sin 𝑘𝜃𝑛

𝑘=1  = 0 

𝑧̅ = a + ib = 𝑟𝑐𝑖𝑠(−𝜃) 

∴ co + c1 r cis (-) + c2 r2 cis (-2) + ... + cn rn cis (-n) 

 ∑ 𝑐𝑘𝑟
𝑘 cos 𝑘𝜃𝑛

𝑘=0  –  𝑖 ∑ 𝑐𝑘𝑟
𝑘 sin 𝑘𝜃𝑛

𝑘=1  = 0 – 0 = 0 

∴ 𝑧̅ akar dari co + c1 z + c2 z2 + ... + cn zn = 0 

 

32. Jika diberikan bilangan kompleks z1 dan z2, tentukan konstata kompleks c dan 

r > 0 sehingga bilangan kompleks z berlaku z – z1 = 2 z – z2 jika dan hanya 

jika z – c = r. 

Penyelesaian 

Misalkan z1 = x1 + iy1, z2 = x2 + iy2, dan c = a + ib 

z – z1 = 2 z – z2    x-x1 + i(y-y1)  = 2 x-x2 + i(y-y2) 

 (x-x1)2 + (y-y1)2  = 4[ (x-x2)2 + (y-y2)2 

 x2 – 2xx1 + x1
2 + y2 – 2yy1 + y1

2 = 4(x2 – 2xx2 + x2
2 + y2 – 2yy2 + y2

2) 

 3x2 + 3y2 – 2x(4x2 – x1) – 2y(4y2 – y1) + (-x1
2 – y1

2 + 4x2
2 + 4y2

2) = 0 
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Pusat lingkaran (
4x2−x1

3
,
4y2−y1

3
) 

R = √(
4x2−x1

3
)
2
+ (

4y2−y1

3
)
2
− (

4x2
2+4y2

2−x1
2−y1

2

3
) 

z – c = r  merupakan persamaan lingkaran berpusat di c dengan jari-jari r 

karena z – z1 = 2z – z2  

misalkan a =
4x2−x1

3
,    b = 

4y2−y1

3
 

c = a + ib = 1
3
(4x2 − x1 + i(4y2 − y1)) = 1

3
(4x2+4iy2 − (x1 + iy1))  

 = 1
3
(4z2 − z1) 

r =  R  = √(
4x2−x1

3
)
2
+ (

4y2−y1

3
)
2
− (

4x2
2+4y2

2−x1
2−y1

2

3
) 

 = 1
3
√16x2

2 − 8x1x2 + x1
2 + 16y2

2 − 8y1y2 + y1
2 − 12x2

2 − 12y2
2 + 3x1

2 + 3y1
2 

 = 2
3
√(x2 − x1)

2 + (y2 − y1)
2 

 = 2
3
|z2 − z1| 
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BAB V  
DERET PANGKAT 

 

 

Tujuan Umum: 

Mengidentifikasi deret dari fungsi variabel kompleks 

Tujuan Khusus 

Mengidentifikasi dan menentukan deret Laurent dengan tepat 

Mengidentifikasi dan menentukan Deret Maclaurin dengan tepat 

Mengidentifikasi dan menentukan Deret Taylor dengan tepat 

Mengidentifikasi dan menentukan Konvergen suatu deret dengan tepat. 

 

Deret pangkat adalah deret tak hingga yang berbentuk  




=

−
0

)(
n

n

on zza  dengan an dan zn konstanta kompleks (n = 0, 1, …).  

Deret 


=

−−
0

)(
n

n

on zzb  juga dipandang sebagai deret pangkat karena dapat ditulis 

menjadi 


=0n

n

nb ζ  dengan 
oz-z

1
=ζ .  

Dalam pembahasan bilangan kompleks kita temui gabungan kedua jenis pangkat 

ini yang dapat ditulis  




−=

−
n

n

on zzA )( . 

Untuk zo = 0 deret di atas menjadi 


=0n

n

nza , 


=

−

1n

n

nzb  dan 


−=

−

n

n

nzA , sedangkan 

perluasannya untuk zo  0 tinggal mengganti z dengan z – zo.  
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5.1 Barisan dan Deret Bilangan Kompleks 

Pembahasan deret dan bilangan kompleks dianggap sudah mengenal definisi 

konvergen maupun sifat-sifat yang sederhana tentang barisan dan deret bilangan 

real. 

Barisan Bilangan Kompleks 

Barisan bilangan kompleks adalah fungsi yang bernilai kompleks yang domainnya 

semua bilangan asli N = {1, 2, …}. Jadi f: N  C adalah suatu barisan, nilai f(n) yang 

sering dinyatakan dengan zn, dinamakan suku atau elemen barisan ini. Barisan 

bilangan kompleks z1, z2, …, zn, … akan kita tulis <zn>. 

Barisan <zn> dikatakan konvergen, jika terdapat N  C dengan sifat bahwa untuk 

setiap >0 yang diberikan N  N, sehingga untuk semua n  N dan n N berlaku 

z-zn < . Bilangan kompleks ini dinamakan limit barisan <zn> untuk n , dan 

ditulis zzn
n

=
→

lim , dikatakan pula <zn> konvergen ke z dan ditulis zn z, 

 

Teorema 

Jika zn = xn + iyn dengan xn  dan yn , maka <zn> konvergen di dalam C jika 

dan hanya jika <xn> dan <yn>konvergen di dalam C. 

Teorema 

Jika <zn> dan <wn> berturut-turut konvergen ke z dan w, dan c suatu konstanta 

maka 

(a) <zn+wn> konvergen dan lim (zn+wn) = lim zn+ lim wn = z + w 

(b) <czn > konvergen dan lim (czn) = c lim zn = c z 
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(c) <zn wn> konvergen dan lim (zn wn) = lim zn  lim wn = z  w 

(d) <1/zn > konvergen dan lim (1/zn) = 1/z asal z  0 dan zn  0 untuk n  

Akibat 

<zn - wn> dan <zn /wn> konvergen dengan zn - wn  z - w dan zn / wn  z / w. 

 

Deret Bilangan kompleks 

Teorema 

Diberikan deret bilangan kompleks 


=1n nz  dengan zn = xn + i yn di mana xn dan yn 

bilangan real, maka berlakulah sifat-sifat berikut 

a. 


=1n nz  konvergen jika dan hanya jika 


=1n nx  dan 


=1n ny  konvergen. 

b. Jika 


=1n nz  konvergen maka 0lim =
→

n
n

z  

c. Jika 


=1n nz  konvergen maka suku-sukunya terbatas. Artinya terdapat M>0 

sehingga Mzn  untuk semua n . 

d. Jika deret 


=1n nz  konvergen maka deret 


=1n nz  konvergen. Jadi jika 


=1n nz  

konvergen absolut maka 


=1n nz  konvergen. 

 

5.2 Deret Taylor dan Maclaurin 

Teorema  

Diberikan fungsi f analitik di dalam  daerah cakram terbuka D = {z : z-zo < ro} yang 

berpusat di zo dan berjari-jari ro. Maka untuk z D, F(z) dapat dinyatakan ke dalam 

deret pangkat 
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 f(z) = f(zo) + n

on

o

n

zz
n

zf
)(

!

)(
1

)(

−


=
    ( )

oo rzz −  (1) 

Jadi deret di ruas kanan konvergen ke f(z) untuk z D. 

Deret di ruas kanan (1) disebut deret Taylor untuk f(z) yakni suatu deret pangkat 

dalam  (z-zo) pada kitar N(zo,ro). Juga dikatakan bahwa f(z) diekspansikan ke dalam 

deret Taylor dalam kitar itu. 

Bukti 

Misalkan z sebarang titik di dalam cakram D dan 1rzz o − , jadi r1 < ro. Maka dapat 

dibuat lingkaran C dengan pusat zo dan radius r berarah positif di mana r1 < r < ro. 

Jadi f analitik di dalam dan pada C dan z di dalam C. Menurut rumus 

integral Cauchy  

f(z) =  −C

i
d

z

f




 )(
2
1
π

 

Rumus jumlah deret geometri hingga 1 + p + p2 + . . . + pN-1 = 
p

pN

−

−

1

1
. Jadi kita 

mempunyai rumus  

1 + p + p2 + . . . + pN-1 + 
p

pN

−1
 = 

p−1

1
.  (2) 

Dengan mengambil  
o

o

z

zz
p

−

−
=  dan menggunakan (2) dalam bentuk  

z−

1
 = 

)z)

1

oo zz −−− ((ζ
 = 

o

o

z-

zz
-1

11



−− ozζ
,  

diperoleh 

z 

zo 
ro 

r 

r1 
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z−

1
 = 

N

o

N

o

k

o

k

o

o zz

zz

z

zz

z )()(

)(

)(

)(1 1-N

1k
1 −−

−
+

−

−
+

−


=
+ ζζζζ

 (3) 

Jika kedua ruas dari (3) dikalikan 
i

f

π2

)(
 lalu dintegralkan di sekeliling C, dan 

digunakan rumus integral untuk nilai fungsi f dan derivatif-derivatifnya di titik z di 

dalam C, maka diperoleh  

f(z) = )()(
!

)(
)(

1-N

1k

)(

zPzz
k

zf
zf N

k

o

o

k

o +−+ 
=

 (4) 

dengan PN(z) = 



d

zz

f

i

zz

C o

N

o

 −−

−

))((

)(

2

)(

ζπ
 (5) 

Catatan 

1.  Jika zo = 0, jadi f(z) analitik pada D = {z: z  < r}, maka  

f(z) = n
n

z
n

f
f 



=

+
1n

)(

!

)0(
)0(           ( z  < r) (6) 

dan deret ini di namakan deret Maclaurin dari fungsi f. 

2.  Deret Taylor di ruas kanan (1) akan konveregen ke f(z) selama z di dalam 

cakram D = {z: z-zo  < r}, di mana f analitik.  Jadi untuk f bagaimanapun besarnya 

selama f analitik di dalam D, tidak perlu diadakan uji kekonvergenan, dijamin deret 

Taylor konvergen ke f(z). jadi  

f(z) = n

o

o

n

o zz
n

zf
zf )(

!

)(
)(

1n

)(

−+ 


=

     ( z-zo  < ) 

3.  Lingkaran Co berpusat di zo dengan radius paling besar R sehingga deret Taylor 

konvergen untuk semua z di dalam Co dinamakan lingkaran kekonvergenan deret 

itu, dan R disebut radius kekonvergenan. Jadi jika f fungsi utuh maka R = . Jika f 

bukan fungsi utuh, maka R sama dengan jarak dari zo. 
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4.  Jika f analitik di zo maka terdapat r > 0 sehingga f analitik pada kitar z-zo < r. 

Jadi jika f analitik di zo maka terdapat suatu kitar dari zo sehingga untuk setiap z 

dalam kitar ini, f(z) dapat dinyatakan dalam deret Taylor dalam pangkat (z-zo). 

Fungsi eksponensial f(z) = ez adalah fungsi utuh, analitik di seluruh C, jadi radius 

kekonvergenan deret Maclaurin-nya adalah . Untuk setiap n N berlaku f(n)(z) = ez, 

jadi f(n)(0) = 1. Dengan demikian f(z) = ez = n
n

z
n

f
f 



=

+
1n

)(

!

)0(
)0(  = 



=1n !n

zn

. Diperoleh 

rumus  

 ez = 


=0 !n

n

n

z
 = ...

!
...

!21
1

2

+++++
n

zzz n

     ( )z  (7) 

Fungsi f(z) = sin z juga analitik di seluruh C, jadi R = . Derivatif f(4k)(z) = sin z,              

f(4k+1) (z) =cos z, f(4k+2) (z) = -sin z dan f(4k+3) (z) = -cos z. Jadi f(n) (0) = 1 untuk n = 4k 

+ 1 dan f(n) (0) = -1 untuk n = 4k + 3 dan f(n) (0) = 0 untuk n yang lain. Jadi  

f(k) (0) = 




=

+=−

2n  k untuk0

12n  k untuk)1( n

 

Dengan demikian diperoleh rumus ekspansi Maclaurin untuk sin z, 

 Sin z = 


=

+

+

−
0

12

)!12(

)1(
n

n
n

z
n

 = ...
!5!3

53

−+−
zz

z      ( )z  (8) 

Selanjutnya dengan cara yang sama diturunkan rumus berikut. 

 Cos z = 


=

−
0

2

!2

)1(
n

n
n

z
n

 = ...
!4!2

1
42

−+−
zz

     ( )z  (9) 

 Sinh z = 


=

+

+0

12

)!12(n

n

n

z
 = ...

!5!3

53

+++
zz

z      ( )z  (10) 

 Cosh z = 


=0

2

!2n

n

n

z
 = ...

!4!2
1

42

+++
zz

     ( )z  (11) 
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Akan dibahas ekspansi deret Maclaurin untuk f(z) = z−1
1

. Satu-satunya titik singular 

fungsi f adalah z = 1, jarak dari titik 0 ke titik singular (yang terdekat) adalah 1, Jadi 

R = 1. Fungsi f(z) = z−1
1

 analitik untuk z  < 1, dan f(k)(z) =  k!(1-z)k+1 sehingga f(k)(0) 

= k!. Jadi f(z) = f(0) +  k

k
z

k

kf




=1 !

)0)((
 dan diperoleh rumus 

 z−1
1

 = 


=
+

1
1

n

nz  = 


=0n

nz = 1 + z + z2 + z3 + . . .      ( z  < 1) (12) 

Dengan mengganti z dengan –z diperoleh 

 z+1
1

 = 


=
−

1
)1(

n

nn z  = 1 – z + z2 – z3 +z4 –. . .      ( z  < 1) (13) 

Teorema (Ketunggalan Ekspansi Taylor) 

Jika  deret pangkat 


=

−
0

)(
n

n

on zza konvergen ke fungsi f(z) untuk semua z di dalam 

lingkaran Co, z-zo  = ro, maka deret ini adalah ekspansi Taylor dari f(z) ke dalam 

deret pangkat dalam (z-zo). 

Contoh 1 

Ditanyakan ekspansi Taylor dalam pangkat (z–3) untuk ez. Kita tulis ez = e3 ez-3 = e3 

e  dengan  = z-3 menurut rumus (7) e  = 


=1n

nζ

!n
 untuk  . Jadi ez-3 = 




=

−

1n

n(

!

)3

n

Z
 untuk 3-z . Jadi deret yang terakhir ini konvergen untuk z C ke 

ez-3 menurut teorema ketunggalan di atas deret ini adalah ekspansi Taylor dari ez-3. 

Dengan demikian ez = 


=

−

1n

n(

!

)33

n

z
e  yang berlaku untuk 3-z  atau untuk 

semua z di bidang kompleks. 
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Contoh 2 

Ekspansikan cos z2 ke dalam deret Maclaurin. 

Rumus (9) mengatakan bahwa cos  = 1 - 2/2! + 4/4! - . . . untuk  < . Jadi 

deret ini konvergen ke cos   untuk C. Kalau  diganti dengan z2 maka 

diperoleh 

Cos z2 = 1 - z4/2! + z8/4! - . . . = 
−

)!2(

)1( 4

n

z nn

     ( z  < ). 

Ini berarti bahwa deret pangkat dalam z di ruas kanan konvergen ke cos z2 untuk 

semua Cz  , menurut teorema di atas ia adalah ekspansi Maclaurin untuk cos z2. 

Contoh 3 

Nyatakan f(z) = 
)3)(2(

1

−− zz
 ke dalam deret Maclaurin dan tentukan domain di 

mana ekspansi Maclaurin itu berlaku. 

Fungsi f(z) analitik kecuali di 2 dan 3. Titik singular dari f yang terdekat ke z = 0 

adalah 2. Jadi ekspansi Maclaurin ini mempunyai lingkaran kekonvergenan dengan 

radius R = 2. Jadi ekspansi kita nanti meliputi domain z  < 2. Dalam domain ini 

kita tulis  

f(z) = 
2

1
3

1
−−

−
zz

     ( z  < 2) 

dalam domain z  < 2 maka berlaku z/2  < 1 dan z/3  < 1. 

Dengan menggunakan rumus (12) dan teorema ketunggalan diperoleh: 

3
1
−z  = )3/1(3

1
z−

−
 = 



=

−

0
33

1 )(
n

nz  dan 2
1
−z  = )2/1(2

1
z−

−  = 


=

−

0
22

1 )(
n

nz . Jadi  
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f(z) = 


=
++









−

0
11 3

1

2

1

n

n

nn
z  = . . .

216
19

36
5

6
1 2

+++ zz       ( z  < 2), yakni ekspansi Maclaurin 

yang diminta dengan domain z  < 2. 

 

Contoh 4 

Tentukan deret Taylor untuk f(z) = 
1

1
−z

 dalam suatu kitar titik 3. 

Fungsi f(z) analitik kecuali di z=1. Radius kekonvergenan dalam pangkat (z-3) 

adalah R=2 Untuk z-3  < 2 kita tulis f(z) = 
1

1
−z

 = 
2)3(

1
+−z

 = 
2/)3(1

1
2
1

−+ z
. Karena dalam 

domain ini 13 −z  maka menurut (13) dan ketunggalan ekspansi Taylor 

f(z) =  


=

−
−

0
2
1 )3(

)1(

n

n
n

z
n

    ( z-3  < 2) 

 

Latihan 

1. Buktikan cos z = 


=

+

+

−
−

0

2

12

2

)!12(

)(
)1(

n

n

n

n z
n

z π

  untuk ( )z  

 sinh z = 


=

+

+

−
−

0

12

)!12(

)i(

n

n

n

z π
 untuk ( )z  

2. Buktikan z2 cosh z3 = 


=

+

−
0

26

)!2(n

n

n

z
 untuk ( )z  

 ez = 


=

+

0

1

!

)1(

n

n

e
n

z
 untuk ( )z  

3. Buktikan (a) 
21 z

z

+
 = 



=

+−
0

12)1(
n

nn z  
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 (b) 21 z

z

−
 = 



=
+

−







−−

0
12

1 )2(
3

1
1)1(

n

n

n

n z    untuk ( )12 −z  

4. Turunkan deret Taylor dalam pangkat (z+2) untuk f(z) = 
21 z

z

−
 dan tentukan 

domain di mana ekspansi ini berlaku 

5. Turunkan deret Maclaurin untuk cabang utama fungsi ln(z+1) dalam kitar 

( )11 +z  

 

5.3 Deret Laurent 

Teorema Laurent 

Jika f analitik di dalam domain D = { :r2 < -zo  < r1} dan z titik sebarang di dalam 

domain ini, maka 

 f(z) = 


=

−
0

)(
n

n

on zza  + 


= −0 )(n
n

o

n

zz

b
 (1) 

dengan  an =  +−





d

z

f
n

o

i 12
1

)(

)(
π

     (n = 0, 1, …) (2) 

 bn =  +−−
ζ

ζ

ζ
π

d
z

f
n

o

i 12
1

)(

)(
     (n =  1, 2 …) (3) 

dan C sebarang lintasan tertutup tunggal di dalam domain tersebut yang 

mengelilingi zo dan berarah positif. 

Seperti halnya ekspansi Taylor, kita juga mempunyai teorema ketunggalan untuk 

ekspansi Laurent 

Teorema 
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Jika deret 


=

−
0

)(
n

n

on zzA  konvergen ke fungsi f(z) untuk z di dalam D = {z : r2 < z-

zo <r1} maka deret itu adalah deret Laurent untuk fungsi f pada D. 

Contoh 

Tentukan ekspansi Laurent fungsi f(z) = 
)1(

1
−zz

 

a) pada kitar titik singular terasing z = 0, 

b) pada kitar titik singular terasing z = 1 

Fungsi f(z) mempunyai titik singular terasing z = 0 dan z = 1. 

a) f(z) analitik pada cakram terbuka tanpa pusat D = {z:0 < z <1}. Untuk z D 

maka f(z) = 
zz −

−
1

11 . Karena z <1 maka 


=

−
=

0
1

1

n

n

z
z . Jadi untuk 0 < z <1 

berlaku        f(z) = 


=

−−
0

1

n

nz  = ...21 −−−− zz
z  dan menurut teorema ketunggalan 

maka haruslah ekspansi Laurent f(z) untuk 0 < z <1. 

 

b) f(z) analitik pada cakram terbuka tanpa pusat D = {z:0 < z-1 <1}. Untuk z D 

maka f(z) = )1(1
1

1
1

−+
−

− zz  = 


=

−
−−

0
1

1 )1()1(
n

nn

z
z  sehingga f(z) = 



=

−

−
−−

0

1

1
1 )1()1(

n

nn

z
z  = 

...)1()1(1 2

1
1 +−−−+−
−

zz
z

 untuk 0 < z-1 <1. 

Contoh 

Untuk f(z) = )2)(1(
1

−− zz  tentukan  

a) deret Laurent untuk z <1, 

b) deret Laurent untuk 1< z <2, 

c) deret Laurent untuk 2< z < . 
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Fungsi f(z) dipisahkan menjadi f(z) = 
1

1
2

1
−−

−
zz

 

a. untuk z <1, maka 1
2
1

2
x  sehingga 2

1
−z  = 

2/1
1

2
1

z−
 = 



=
+

−
0

12n
n

nz
 dan  

 
1

1
−

−
z

 = 
z−1

1  = 


=0n

nz . Jadi f(z) = 


=
+









−

0
12

1
1

n

n

n
z  = ...

8
7

4
3

2
1 +++ zz      ( z <1) 

b. untuk 1< z <2  maka 1/z <1, jadi 
2

1
−z

 = 
)2/1(2

1
z−

−  = 


=
+

−
0

12n
n

nz
 dan 

1
1
−z

 = 
z/11

1
2
1

−
 = 




=



=
+

−−
10

1

1

2 n
n

n
n

n

z

z
     (1< z <2) 

c. z >2, maka 1/z  < 2/z  < 1, jadi  

f(z) = ( )
zz /11

1
/21

1
2
1

−−
−  = 



=

−

0

1
12

n
n

n

z
z

 = 


=
+

−

0
1

12

n
n

n

z
 

Latihan 

1) Buktikan deret Laurent fungsi 
z

e z 2

 untuk 0 < z  <  adalah 

2)  


= +
++

0

2

24 )!2(

11

n

n

n

z

zz
 

3) Buktikan ekspansi Laurent untuk 
z

z 14 sinh  adalah 


=
−+

++
1

12

3

)!32(

1

!3 n
nzn

z
z  

4) Tentukan deret Laurent f(z) = 21

1

z−
 untuk 1 < z  < . 

5) Tentukan ekspansi Laurent untuk f(z) = 
)1(

1
22 zz −

 

6)  Diberikan fungsi f(z) = 
)2)(1( −− zz

z
. Tentukan  

a) deret Maclaurin untuk z  < 1 
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b) deret Laurent dalam pangkat z untuk 1 < z  < 2, 

c) deret Laurent dalam pangkat z untuk 2 < z  < . 

 

 

 

Latihan 

1). Buktikan cos z = 


=

+

+

−
−

0

2

12

2
π

)!12(

)(
)1(

n

n
n

n z
n

z
  untuk ( )z  

 sinh z = 


=

+

+

−
−

0

12

)!12(

)π(

n

n

n

z i
 untuk ( )z  

a. cos z = 𝑠𝑖𝑛(𝜋
2
− 𝑧) = −𝑠𝑖𝑛(𝑧 − 𝜋

2
)= 12

2

0

)(
)!12(

)1( +


=

−
+

−
− 

n

n

n

z
n

  

 = 12

2

0

1

)(
)!12(

)1( +


=

+

−
+

−


n

n

n

z
n

  

b. sin z  = -i sin iz 

 = -i sin ( + iz)  

 = i sin i(z - i) 

 = 







−

+

− +


=


12

0

))((
)!12(

)1( n

n

n

izi
n

i   

 = 12

0

12 )(
)!12(

)1( +


=

+ −
+

−


n

n

n

n

izi
n

i   

 = 12

0

22 )(
)!12(

)1( +


=

+ −
+

−


n

n

n

n

izi
n

  

 = 
12

0

)()1()1(
)!12(

)1( +


=

−−−
+

−


n

n

n

n

iz
n
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 = 12

0

2

)(
)!12(

)1( +


=

−
+

−
− 

n

n

n

iz
n

  

 = 


=

+

+

−
−

0

12

)!12(

)(

n

n

n

iz 
 

2). Buktikan z2 cosh z3 = 


=

+

−
0

26

)!2(n

n

n

z
 untuk ( )z  

 ez = 


=

+

0

1

!

)1(

n

n

e n

z
 untuk ( )z

 

a.  = z3, cosh  = 


=0

2

)!2(n

n

n


 untuk  <   

z2 cosh z3  = 


=0

23

2

)!2(

)(

n

n

n

z
z

 

= 


=

+

0

26

)!2(n

n

n

z
 untuk ( )z  

b. ez = 11 +ze
e

 

untuk  <  berakibat e = 


=0 !

)(

n

n

n


 

untuk   = z + 1, 

ez = 
11 +ze

e
 

= 


=

+

0 !

)1(1

n

n

n

z

e
 

untuk z <   

 

3). Buktikan (a) 
21 z

z

+
 = 



=

+−
0

12)1(
n

nn z  

 (b) 
21 z

z

−
 = 



=
+

−







−−

0
12

1 )2(
3

1
1)1(

n

n

n

n z   untuk ( )12 −z  
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Penyelesaian  

a. 
21 z

z

+
 = 

21

1

z
z

+


 

= 


=

−
0

2 )()1(
n

nn zz

 

= 


=

+−
0

12)1(
n

nn z  

b. 
21 z

z

−
= 



=
+

−−−−
0

12
1 )2)(

3

1
1()1(

n

n

n

n z

 

, ( )12 −z  

Gunakan 
z−1

1
 = 



=0n

nz

 

dan 
z+1

1
 = 



=

−
0

)1(
n

nn z

 

untuk ( )1z  

21 z

z

−  

= 
)1)(1( zz

z

+−
 = 

zz +

−
+

− 1

2/1

1

2/1

  

 = 








−+
−

−−− )2(3

1

)2(1

1

2

1

zz  

 

= 








+
−

−+

−
− )(1

1

3

1

)2(1

1

2

1

3
2zz

 

 = 




















 −
−−−−− 



=



= 00 3

2
)1(

3

1
)2()1(1

2

1

n

n

n

n

nn z
z

 

 

= 







−

−
−−− 



=
+



=

+

0
1

0

1 )2(
3

)1(
)2()1(

2

1

n

n

n

n

n

nn zz
 

 

= 


=
+

−−−−
0

1
)2)(

3

1
1()1(

2

1

n

n

n

n z

 

 

4). Turunkan deret Taylor dalam pangkat (z+2) untuk f(z) = 
21 z

z

−
 dan tentukan 

domain di mana ekspansi ini berlaku 

Penyelesaian 

Deret Taylor dalam pangkat (z + 2) untuk f(z) = 
21

1

z−  
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f(z) = 
)1)(1(

1

zz +−
, f(z) analitik kecuali z = 1, z = -1. Radius kekonvergenan deret 

Taylor dalam pangkat z + 2. Ini adalah R = 1 untuk z+2<1 

f(z)  = 
)1)(1(

1

zz +−
= 

zz +
+

− 1

2/1

1

2/1
 = 









++−
+

+− )2(1

1

)2(3

1

2

1

zz   

 = 








+−
+

− + )2(1

1

)(1

1

3

1

2

1

3
2 zz

 

 = 







++ 



=



=

+

00

3
2 )2()(

3

1

2

1

n

n

n

nz z

 

 

= 







+−

+




=



=
+

00
1

)2(
3

)2(

2

1

n

n

n
n

n

z
z

 

 

= 







+








−



=
+

0
1

)2(1
3

1

2

1

n

n

n
z  untuk z+2<1  

 

5). Turunkan deret Maclaurin untuk cabang utama fungsi ln(z+1) dalam kitar 

( )11 +z a 

Penyelesaian 

f(x) = Ln(z+1) dalam kitar 11 +z
 

f(0) = Ln 1 = 0 

f’(z) = 
+1

1

z
 f’(0) = 1 

f”(z) = 
+

−
2)1(

1

z
 f”(0) = -1 
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f”’(z) = 
+ 3)1(

2

z
 f”’(0) = 2 

fk(z) = 
+

−− −

k

k

z

k

)1(

)!1()1( 1

 fk(0) = (-1)k-1(k-1)! 

Ln (z+1) = 


=

+
1 !

)0(
0

k

kk

k

zf

 

= 


=

−−

1

1

!

)1(

k

kk

k

z
= +−+−

432

432 zzz
z  

6). Deret Mc Laurin dari f(z) = tan-1 z untuk z  

f’(z) = 
+ 21

1

z
f’(0) = 1 

f’(z) = 
21

1

z+  

= 1 – z2 + z4 – z6 + z8 – z10 + ... 

f”(z) = – 2z + 4z3 – 6z5 + 8z7 – 10z9 + ...    f”(0) = 0 

f”’(z) = – 2 + 12z2 – 30z4 + 56z6 – 90z8 + ...    f”’(0) = -2 

f4(z) = 24z – 120z3 + 336z5 – 720z7 + ...    f4(0) = 0 

f5(z) = 24 – 360z2 + 1680z4 – 5040z6 + ...    f5(0) = 24 

f6(z) = – 720z + 6720z3 – 30240z5 + ...    f6(0) = 0 

f7(z) = – 720 + 20160z2 – 151200z4 + ...    f7(0) = -720 

f2k(0) = 0 

fn(0) = 




+=−

−=−−

14)!1(

14)!1()1(

knn

knnn

 

tan-1 z  = ...
!5

!4
0

!3

)2(
0

!1
0

53

+++
−

+++
zzz

 

 = ...
753

753

+−+−
zzz

z  

2. Deret Laurent 
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Latihan 

1. Buktikan deret Laurent fungsi 
4

2

z

e z

 untuk 0 < z <  adalah 


= +
++

0

2

24 )!2(

11

n

n

n

z

zz
 

Penyelesaian 

f(z) = 
4

2

z

e z

 singular di z = 0, untuk 0<z<  

2

4

1 ze
z

  = 


=0

2

4 !

)(1

n

n

n

z

z  

 = 


=

++
2

2

2

2

44 !

11
1

1

n

n

n

z

z
z

zz  

 = 


=

−

++
0

)2(2

24 !

11

n

n

n

z

zz
k = n – 2, n = k + 2 

 = 


= +
++

0

2

24 )!2(

11

k

k

k

z

zz
 

 

2. Buktikan ekspansi Laurent untuk zz 14 sinh  adalah 


=
−+

++
1

12

3

)!32(

1

!3 n
nzn

z
z  

Penyelesaian 

zzzf 14 sinh)( =  untuk 0 < z <  

zzzf 14 sinh)( =  = 


=

+

+0

121
4

)!12(

)(

n

n

z

n
z = 



=
++0
12

4

)!12(

1

n
nzn

z = 


=
−+

++
2

32

3

)!12(

1

3 n
nzn

z
z = 




=
−−++

++
2

1)1(2

3

]!3)12[(

1

3 n
nzn

z
z ,n-1=k 

3. Tentukan deret Laurent f(z) = 2z1

1

−
 untuk 1 < z < . 

Penyelesaian 
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a.  f(z) = 
21

1

z−
= 

zz +
+

− 1

2/1

1

2/1

 

untuk 1 < z <   
z

1
< 1  1

1


z
 

21

1

z−
 = 

zz +
+

− 1

2/1

1

2/1

 

 
= 









+
+

−

−

zzz 11 1

1

1

1

2

1

 

 = 





 −+− 


=



= 0

1

0

1 )()1()(
2

1

n

n

z

n

n

n

z

z  

 
= 







 −+−




=
+

0
1

)1()1(

2

1

n
n

n

z
,  n+1 = k, n = k-1 

 = 






 −+−




=

−

1

1)1()1(

2

1

k
k

k

z  

 
= 







 −+−




=

−

1

1)1()1(

2

1

n
n

n

z  

b.  b1  = 0 

b1  = 
1

2𝜋𝑖
∮

𝑓(𝑧)

1𝐶
𝑑𝑧 = 0 

∮ 𝑓(𝑧)
𝐶

𝑑𝑧 =0 

4. Tentukan ekspansi Laurent untuk f(z) = 
)1(

1
22 zz −

 

Penyelesaian 

𝑓(𝑧) = 
1

𝑧2(1−𝑧2)
  singular untuk z1 = 0, z2 = -1, z3 = 1.  

Jadi ada dua daerah yaitu 0<z<1 dan 1<z< 
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Untuk 0 < z < 1  

𝑓(𝑧) = 
1

𝑧2(1−𝑧2)
  = 

1

𝑧2
∑ (𝑧2)𝑛∞
𝑛=0  = ∑ 𝑧2𝑛−2∞

𝑛=0   

Untuk 1 < z <   |
1

𝑧
| < 1 

21

1

z−
 = 

)1)(1(

1

zz +−
 = 

zz +
+

− 1

2/1

1

2/1
  

z−1

2/1
= 

)1(

2/1
1 −zz

 = 

 

5. Diberikan fungsi f(z) = 
)2)(1( −− zz

z
. Tentukan  

a) deret Maclaurin untuk z < 1 

b) deret Laurent dalam pangkat z untuk 1 < z < 2, 

c) deret Laurent dalam pangkat z untuk 2 < z < . 

Penyelesaian 

f(z) = 
𝑧

(𝑧−1)(𝑧−2)
 = 

2

𝑧−2
−

1

𝑧−1
 

a. untuk|𝑧| < 1  

f(z)  = 
𝑧

(𝑧−1)(𝑧−2)
 = 

2

𝑧−2
−

1

𝑧−1
 = 

−1

1−𝑧
2

+
1

𝑧−1
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 = −∑ (
𝑧

2
)
𝑛
+ ∑ 𝑧𝑛∞

𝑛=0
∞
𝑛=0  

 = ∑ 𝑧𝑛∞
𝑛=0 − ∑

𝑧𝑛

2
∞
𝑛=0  

 = ∑ 𝑧𝑛∞
𝑛=0 (1 −

1

2𝑛
)  untuk |𝑧| < 1 

 

b. untuk 1 < |𝑧| < 2 

untuk |𝑧| > 1 berakibat 
1

𝑧
< 1, sehingga 

−1

𝑧−1
 = 

−1

𝑧(1−1
𝑧
)
 = 

−1

𝑧

1

1−1
𝑧

 = −
1

𝑧
∑ (

1

𝑧
)𝑛∞

𝑛=0  = −∑ (
1

𝑧
)𝑛∞

𝑛=1  

untuk |𝑧| < 2 berakibat 
𝑧

2
< 1 sehingga  

2

𝑧−2
 = 

1
𝑧

2
−1

 = 
−1

1−
𝑧

2

 = −∑ (
𝑧

2
)𝑛∞

𝑛=0  

𝑧

(𝑧−1)(𝑧−2)
 = −∑ (

1

𝑧
)𝑛∞

𝑛=1 −∑ (
𝑧

2
)𝑛∞

𝑛=0  

c. untuk |𝑧| > 2 berakibat |
2

𝑧
| < 1 demikian juga |

1

𝑧
| < 1 

−1

𝑧−1
 = 

−1

𝑧(1−1
𝑧
)
 = −∑ (

1

𝑧
)𝑛∞

𝑛=1  

2

𝑧−2
 = 

2

𝑧(1−
𝑧

2
)
 = 

2

𝑧
∑ (

2

𝑧
)𝑛∞

𝑛=0  = ∑ (
2

𝑧
)𝑛∞

𝑛=1  

f(z) = −∑ (
1

𝑧
)
𝑛

∞
𝑛=1 +∑ (

2

𝑧
)𝑛∞

𝑛=1  = ∑
2𝑛−1

𝑧𝑛
∞
𝑛=1  

 

Barisan dan Deret 

95. Buktikan bahwa a. 
1

lim
3

2

+→ n

in n

n
=0, b. ( )

13
lim

++
→

−
n
in

in
n

n
=1-i 

a. 
1

lim
3

2

+→ n

in n

n
 = 

1

1

1
lim

3

3

3

2

−

−


+→ n

n

n

in n

n
 = 

1
lim

6

25

+

−

→ n

inin nn

n
 = 

6

4

11
lim

n

n

i
n
i

n

nn

+

−

→
 = 0. 
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b. ( )
13

lim
++

→
−

n
in

in
n

n
 = 

)1)(3(

)3()1(lim
++

+−+

→
nin

ininnn

n
 = 

)1)(3(
4 22

lim
++

−+

→
nin
innn

n
 

 = 1-i 

96. ( )2

31lim
n

z

n
+

→
 = 1+ 0 = 1 

97. Jika Aan
n

=
→

lim  dan Bbn
n

=
→

lim  

a. nn
n

ba +
→

lim  = A + B, 

nn
n

ba +
→

lim  = n
n

n
n

ba
→→

+ limlim  = A + B 

b. nn
n

ba −
→

lim  = A – B 

nn
n

ba −
→

lim  = n
n

n
n

ba
→→

− limlim  = A – B 

c. nn
n

ba
→

lim  = n
n

n
n

ba
→→

limlim  = AB 

d. 
n

n

n b

a

→
lim  = 

n
n

n
n

b

a

→

→

lim

lim
 = A/B 

 

98. Gunakan teorema limit untuk menghitung semua limit berikut: 

a. 








−−+

−+−

→ ))(342(

31
lim

2

inin

iinin

n
 

b. 
inin

iinin

n −+−

−−−

→ 43

31))(3(
lim

3

2

 

c. inin
n

+−+
→

2lim  

d.  ininn
n

+−+
→

2lim  

Penyelesaian 
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a. 








−−+

−+−

→ ))(342(

31
lim

2

inin

iinin

n
 = 









++++

−+−

→ 43322

31
lim

2

2

ininn

iinin

n
 

 = 














+−++

−+−

→
22

2

4332

31

2
lim

nn

i
nn

i

n
i

nn
i

n

i
 = 

2

i
 

b. 
inin

iinin

n −+−

−−−

→ 43

31))(3(
lim

3

2

 = 
inin

ininn

n −+−

++−

→ 43

33
lim

3

22

 = i
1  

 = 1 

c. inin
n

+−+
→

2lim  = ( )( )
inin

inin

n
inin

+++

+++

→
+−+

2

22lim  

 = 







+++→ n
i

n
i

ni

n 11

/

2
lim  = 0 

d.  ininn
n

+−+
→

2lim  =  ( )
inin

inin

n
ininn

+++

+++

→
+−+

2

22lim  

 = ( )
inin

inin

n
n

+++

+−+

→ 2

)()2(lim  = ( )
inin

ni

n +++→ 2
lim  

 = 
2
i  

 

99. Buktikan bahwa deret ( ) ( ) ( )


=

−
=+++

1

1

3

2

33
1

n

niii   konvergen dan tentukan 

jumlahnya. 

Penyelesaian  

Diketahui 1

3
)( −= ni

nU  dan ni
nU )(

31 =
+ , diperoleh  

n

n

U

U 1+  = 
ni

ni

)(

)(

3

1

3

−

 = 3
i  = 

3

1 , karena nn UU
3

1
1 =

+ , maka 

( ) ( ) ( )


=

−
=+++

1

1

3

2

33
1

n

niii   konvergen 



 

Fungsi  Kompleks  halaman 249 
  

Jumlahnya adalah menggunakan formulasi 
r

a
S

−
=


1

, dari deret diketahui 

a=1 dan 
3
ir =  sehingga 

3
1

1
i

S
−

=


 = 
i

i

i +

+


− 3

3

3

3
 = 

10

39 i+
 

100. Tunjukkan bahwa +−+− iiii 432  divergen 

Penyelesaian : 

Diketahui niU n

n

1)1( −−=  dan )1()1(1 +−=+ niU n

n
 

n

n

U

U 1+  = 
ni

ni
n

n

1)1(

)1()1(
−−

+−
 = )1(

)1(
−

+

n

n
 = 

n

11+ ,  

karena 
n

11+ >1, maka +−+− iiii 432  divergen 

101. Diketahui 


=1
25n

n

n

w
, iw += 3 . Misalkan 

nU  = 
25

)3(
n

ni+
,  

1+nU  = 
2

1

5

)3( 1

+

++
n

ni
. 

n

n

U

U 1+  = 

2

2
1

5

)3(

5

)3( 1

n

n

n

n

i

i

+

+
+

+

 = 
n

n

i

i
n

n

)3(5

)3(5

2
1

2 1

+

+
+

+

 = 
2
1

5

)3( i+
 

 = 
5

1

5

3
+  = 55

2  

Karena nn UU 
+1  maka 



=1
25n

n

n

w
 konvergen. 

 

 

 


