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BAB |

BILANGAN KOMPLEKS

Tujuan Umum
Setelah mempelajari topik ini, Anda dapat mengaplikasikan konsep dasar bilangan
kompleks, sifat-sifat dan penerapan pada pemecahan masalah.

Tujuan khusus:

Mampu menyelesaikan masalah penjumlahan dan pengurangan bilangan

kompleks, secara aljabar, grafik, perkalian dan pembagian bilangan kompleks

e Mampu mengubah bentuk bilangan kompleks bentuk baku ke dalam bentuk
kutub dan dan eksponensial

¢ Mampu menyelesaikan masalah nilai mutlak pada bilangan kompleks

e Mampu menentukan akar bilangan kompleks

e Mampu menerapkan rumus Moivre untuk menyelesaikan masalah bilangan
kompleks berpangkat

¢ Mampu menerapkan bilangan kompleks dalam menyelesaikan masalah.

¢ Mampu menggunakan konsep topologi pada bilangan kopleks.

Pertama kali bilangan diperlukan untuk menyatakan banyaknya elemen suatu

himpunan tidak kosong, yaitu bilangan asli. Himpunan bilangan asli diperluas

dengan bilangan nol menjadi bilangan cacah dan bilangan cacah diperluas dengan

bilangan bulat negatif sehingga terbentuk bilangan bulat. Hasil bagi dua bilangan

bulat diperlukan bilangan rasional. Jadi bilangan rasional merupakan perluasan dari

bilangan bulat. Tetapi bilangan rasional tidak dapat menyelesaikan persamaan x? =

2, karena dapat dibuktikan tidak ada bilanan rasioanal yang kuadratnya sama
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dengan 2. Bilangan semacam ini yang tidak dapat dinyatakan sebagai hasil bagi
dua bilangan bulat dinamakan bilangan irrasional. Bilangan-bilangan rasional dan
irrasional dinamakan bilangan real. Himpunan bilangan riil dilambangkan dengan
R. Di dalam bilangan riil terdapat operasi hitung yang menghubungkan dua bilangan
real dan relasi urutan yang juga merupakan operasi yang berlaku pada bilangan riil,

sehingga R membentuk suatu sistem yang dinamakan sistem bilangan riil.
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Gambar 1: Garis Bilangan Riil

Bilangan riil dapat direpresentasikan dengan titik pada pada garis yang disebut
poros riil (real axis). Titik yang berkorespondensi dengan nol disebut panggal

(origin).

1.1 Bilangan Kompleks dan Operasi Hitung
Definisi
Bilangan kompleks z adalah bilangan yang berbentuk
Z=Xx+iyatauz=x+yi
dengan x dan y bilangan real dan i satuan imaginer dengan i* = -1.
x disebut sebagai bagian nyata (riil) dan y disebut sebagai bagian khayal/imaginer
dari z

X =Re(z) dany =1Im(2)
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1.2 Operasi Hitung pada Bilangan Kompleks
Definisi
Bilangan kompleks z; = X1 +iy; dan z, =X, +iy, dikatakan sama dan ditulis
Zy =z, jika dan hanya jika X; =X, dan y; =Yy,
Bilangan kompleks dikatakan sama jika dan hanya jika bagian riil dan imajiner
sama.
DefinisiUntuk bilangan kompleks z; = X1 +iy; dan Zp = X5 +1y» jumlah dan
hasilkali mereka berturut-turut didefinisikan
z1+2p = (Xg+iyp)+ (X2 +iy2)

= (X +X2)+i(y1+Yy2)

21-Zp - (X1X2 —Y1Y2) +i(X1y2 +X2Y1)

Invers terhadap Penjumlahan dan Perkalian

Untuk setiap bilangan kompleks z =X +iy terdapat satu bilangan kompleks
Z1 = X1 +1y1 sehingga z+27=0 yakni z; =—x+i(-y)

Z1 merupakan negatif dari z dan dinyatakan —z. Jadi untuk sembarang bilangan
kompleks z berlaku z + (-z) = 0

Jika z#0 maka terdapat tepat satu bilangan kompleks z, sehingga z-z, =1

yaitu z, = 5 X > —Ii 5 y dan dinamakan kebalikan atau resiprok dari z yang
X4y X4y

e —
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merupakan invers terhadap perkalian dari z, dengan syarat x2 +y2 tidak sama

dengan nol dan ditulis 1
z

Konjugat
Untuk setiap bilangan kompleks z = x + 1y maka bilangan kompleks z = x —iy

dinamakan konjugat bilangan z.

1.3 Hukum Dasar/ Sifat Dasar
Berikut ini adalah bentuk operasi dengan bilangan kompleks, kita dapat memproses
seperti aljabar bilangan riil, menggantikan i? dengan -1.
1. Hukum komutatif
Z1+2p=2+27;
2125 =2573
2. Hukum Asosiatif
21+(z2p+23)=(21+2) + 23
21(2223) = (2122)73
3. Hukum Distributif
21(zp +23) = 2125 + 7173

4. Operasi konjugat

Z=2 27+2,=21+2 21-2,=21-2;

Bilangan Kompleks halaman 4



77y=21-2, [ﬂJ _a z Z = (Re(2))? +(Im(z))?

Re(z) = Z% Im(z) = %

1/n

Vz = £ atau E" = z notasi akar kompleks z tidak dalam %/z untuk

mengungkapkan bahwa akar pangkat n dari z tidak tunggal.

Dalam sistem bilangan kompleks tidak ada relasi urutan yaitu “lebih kecil” dan “lebih
besar”.

Diambil ie Cdan 0 C, i#0
Misal: i>0 = (i)? >(0)?
—-1>0 kontradiksi
i<0= ()*<(0)*

1<0 kontradiksi

1.4 Nilai Mutlak
Definisi

Nilai Mutlak atau modulus bilangan kompleks z = X +iy yang dinyatakan dengan

|| adalah bilangan real nonnegatif y/x* +y?

Teorema (Sifat-sifat nilai mutlak)
1. |z|=0

2. |z|=0 jika dan hanya jikaz =0
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w

2| =[2], [z[ =[]

4. Re(z)<[Re(z)<[z|, Im(z) < m(z) <]
5. z-z< ‘22‘

_ z|_[z
6. [2125|=|z1[z2|. 2| 2]

Ketaksamaan Segitiga
Teorema
Nilai mutlak jumlah dua bilangan kompleks tidak lebih dari jumlah nilai mutlak

masing-masing suku, dan tidak kurang dari selisih nilai mutlak masing-masing suku.
|21 + 25| <|za] +|2z5| dan |z +25]2 ‘|21| - |22”

Teorema ini dinakaman ketaksamaan segitiga.

Bukti
71+ 22 = (21 +22)(21+22)
= U2+ 221+ 212 + 232,
2 2 - =
= |21 +|z2|” + 2mz2 + 2127
2 2 — .
= |z4|” +|22|” + 2Re(z125) ingat Re(z) < |z
< |zl|2 +|22|2 + 2‘215‘

= [zaf* +|zo[" + 22y \5\
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= [z +]z5]* + 224 |22]
= (|21|+|22|)2

Jadi [z + 22|2S (|24 + |22|)2
Contoh

1+2i
Tentukan Re(z) dan Im(z) jika z = 3+ T kemudian tentukan nilai z dan |z|.
i

1421 _ 1+2i 3+4i _(3-8)+i(4+6) _ -1 2
3-4i 3-4i 3+4i 32 4 42 5

1.5 Penyajian Geometri

Bilangan kompleks dapat disajikan pada bidang kompleks dan dengan vektor.

Py zo— 271
A

\ 4

P>

Arti geometri nilai mutlak
Jika zg =X +iy; dan zo =Xp +1y, maka z7-zp = (Xo —Xp)+i(y2 —Y1).

Menurut definisi nilai mutlak atau modulus bilangan z; —z, adalah [z -z;| =

\/(xz —X1)2 +(y2 —y1)2 . Secara geometris nilai ini menyatakan jarak dari titik

P1(x1,y1) ke titik P2(x2,y2) yakni panjang vektor PP, . Demikian juga jika P(x,y) titik
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wakil dari z = x + iy, maka |Z| = \/xz + y2 . sama dengan panjang vektor opP , yaitu

vektor yang menyajikan bilangan z. Jadi nilai mutlak suatu bilangan kompleks sama
dengan panjang vektor yang menyajikan bilangan kompleks tersebut.

Bentuk Kutub
Sumbu imaginer

X =TCOS@p N
y P
Yy =rsing L. ; 7=x+yi
lz| =1/ i
ro= x2+y2 :
: i X>Sumburiil
(2 =x24y2,
X . y y
COSp = —,sing ==, tangp ==,
@ r ® ] ) »

Dengan demikian z = x +1y dapat ditulis sebagai

r (cosp+ising)=r cise
Sudut antara OP dan sumbu X yang diukur dalam radian dinamakan argumen
bilangan kompleks z ditulis “arg(z)”,

arg(z) = 0+2kzr (k=0,+1,+2, ...)

Argumen adalah sudut dari bilangan kompleks bila direpsentasikan dalam bentuk

kutub.
Argumen utama dengan syarat -t < Arg(z) <=
Contoh
. T
Argd-1) = ——
g(1-1) 4
Arg(1+iv3)= %

Bilangan Kompleks halaman 8



Z =rcise,r>20,peR
r=1z

¢ = Arg(2)

Jika diberikan z; = r; cis ¢, dan z, = r, CiS @,
Diperoleh
Q z,-2,=1r1,CiS(p,+9,),

dengan

fhr= |2122|

¢+, = arg(z,2,)

Zl _ rl -
QO — = —=—Cis(p,—¢,),
Z, 2
h _|4&
I Z,
Z1 | _
arg — | =01 —0;
Z,

sebarang arg(z,z,) = suatu arg(z,)+ suatu arg(z,)

Z

sebarang arg[ ] = suatu arg(z,)— suatu arg(z,)

Z,
contoh

1) (1+iv/3)(1-1)

2) z;=-1+i > Arg(z,) = %Tn

Bilangan Kompleks
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z, =i - Arg(z,) =

N a

z,z, = -1-i - Arg(z,z,) = Tn

3) z,=-1-i — Arg(-1-i) = —%ﬁ

Z, =i — Arg(i) = g

=T =TT =140 o Arg(=1+i) = 22X
- o(-1+i) = %

z, i

Diketahui arg(z)
1
arg(;) = —arg(2)

agz) = -arg(2)

2

7=
y4

1.6 Rumus Moivre

CisS@ = cos@+ising
|CiS(p| =1, ¢peR

untuk N e N: (cis @)" = cis @-Cis @---Cis ¢ = cisne

nfaktor

untuk NeN: (cose+ising)" = cosne+isinne

Bilangan Kompleks halaman 10



contoh

@+i)’ = («/5)7 (cos Z +isin £)7

4 4
= 7/2( 77 4, isi 7_7,)
2 coS 4 +isin 4

= 8(1-i)

1.7 Akar Pangkat-n dari Bilangan Kompleks
Misalkan akar pangkat-n dari z adalah & sehingga &" = z

Diberikan z = r ciS ¢, misalkan & = p cis 0, akibatnya
E"=z= p"cis(nd) =rcisgp
< p" (cosn@+isinnd) = r (cose+ising)

diperoleh p" =r A nO = o+ 2kr

~. p = ¥Yr (real non negatif) A 0 = p+2kn
. 2k Ada n buah akar
£ =pcisd, p=Yr, g =Pt dari z ditulis
n az Zl/n

k cukup diambil n bilangan bulat
berurutan, misalk =0, 1, 2, ..., (n-1)

Contoh (—1)1/ 6

Ditulis -1 = CiS
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Misalkan & = (—1)1/6, dengan & = p cis @, berarti

7+2kr _ (2k+Dx

p=F1=1dan0= = , diperoleh:
6 6

&o =CIS% =\f+|2

& =cisZ =i

& = cis>Z = —‘f+'2

&3 =cis%f =Cis(—5‘?”):_‘2@_'2

g, = cis 92 =cis(—%)=-i

Es =cns%:cis(_%):f_i2

1.8 Topologi di Bidang Kompleks
Diberikan semesta C, titik p, p € C, himpunan E, E < C.
Definisi
1. Kitar titik p dengan radius 6>0.
N(p, d) ={z: |z-p|<6}
2. p disebut titik limit himpinan E jika untuk
(v6>0) (3g € E, g # p dan g eN(p,9)
Contoh
F ={1,-1,i, -}

1 bukan titik limit F
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i bukan titik limit F
a ¢ F = a bukan titik limit F

p € F = p bukan titik limit F

G={z |z=%,net~<}
12,109 NG ={3}

3. p € E dan p bukantitik limit E, maka p disebut titik terasing dari E (Isolated point)

»

p titik interior E, jika 36>0 sehingga N(p,d) < E

5. E disebut terbuka, jika setiap anggota E adalah titik interior E.
E={z: |z] < 1} semua anggota interior z maka E terbuka
F dan G tidak terbuka.

6. E disebut tertutup jika memuat semua titik limitnya

(E tertutup) < (p titik limit E = p € E)

Teorema

01 E G, E’ terbuka

02 E terbuka < E€ = C - E tertutup

03 Himpunan berhingga adalah tertutup
04 ¢ terbuka dan tertutup

05 C terbuka dan tertutup

7. ptitik pembatas himpunan E, jika

untuk V6 >0, N(p,8)nE #0 dan N(p,8) NE® #¢
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8. Himpunan semua titik pembatas E disebut perbatasan E.

9. Daerah adalah suatu himpunan terbuka yang tidak kosong atau himpunan
semacam ini digabung dengan sebagian atau seluruh titik-titik pembatsannya.

10. Himpunan terbuka E terhubung jika setiap dua titik anggota E dapat
dihubungkan garis patah yang seluruhnya di dalam E.

11. Domain adalah himpunan terbuka yang terhubung.

Soal Latihan

1. Nyatakan dalam bentuk polar

a. 1+i
b. -3-4i
c. 3i,-3i

2. Tentukan argumen dari
a. l-i
b. n—mi

3. Nyatakan dalam bentuk z = x + iy

a. \/§[cos£+ i sinzj
4 4

b. Jﬁ(cos% +i sin%)

4. Tentukan semua nilai akar berikut
a. (_1)1/3

b. 11/6

5. Tunjukkan bahwa Z =1+ 3i memenuhi persamaan z? —2z+10=0
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6. Tentukan Re(z), Im(2), |z| dan Z untuk

2-5i 3-14i
zZ= -+ -
3+4i 25i

. 12— 15i
(L+i)(L+2i)1+30)

7. Tulislah bilangan kompleks berikut ke bentuk a + ib

a. (L+i)’

o, A=D°
1+

8. Tentukan bagian real dan bagian imajiner dari

i" dan i™ untuk n bilangan bulat positif

<

9. Jika |z| = 3 buktikan bahwa

|~

22+1

Z1 |Z4|

 lzz]-lzs]

10. Jika |zo| # |z3| buktikan bahwa

Zy+2z3

11. Buktikan rumus|z,z,25 ... z,| = |z1|12,]|25] ... |z,] dengan induksi matematik

12. Tulislah bilangan kompleks berikut dalam bentuk r (cos 6+ i sin 6)
a. 1,i,-1,-i
b. 1+i, (1+i)7,1—-iV3, —1+iV3
13. Dengan menggunakan bentuk kutub untuk masing — masing faktornya
nyatakan bilangan komplek beri-kut ke dalam bentuk a + ib
a. (1-i)®

—i)3
b, &0
1+i

Bilangan Kompleks halaman 15



(1+iv3)’ (V3+0)°
C. —
(1+1)2

14. Di bidang kompleks diberikan titik A yang

A
: y

menyatakan bilang z. Tentukan secara +----
geometris titik P yang menyatakan w jika : iz

= | Z1
a. w=iz, N .
b. w=-iz, i |

’ X

C. w=2z Z1

d w=iz+1+i

15. Lukislah titik P untuk w = % . Jika diberikan titik A yang menyajikan sembarang

bilangan z untuk:

a.0<sz<1

16. Berikan alasan mengapa rumus
H21| - |22” <|zy+ z5| <|zg| + |22
disebut ketaksamaan segitiga

17. Jika a dan b akar-akar pangkat tiga yang tidak riil dari 1, buktikan bahwa b =
a2,

18. Tentukan semua akar pangkat 6 dari -1 dan gambarkan akar-akar itu dibidang
kompleks.

19. Jika w sembarang akar pangkat n dari 1 dan w # 1

buktikan bahwa 1 +w+w?+ ... +w™ =0
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20.

21.

22.

23.

24,

25.

26.

27.

Dengan menggunakan teorema Moivre buktikan bahwa untuk a = Z diperoleh

cosa-—cos2a+cos3a=%

1_Zn+1

Dengan menggunakanrumus 1 +z +z2+ ... + 2" = z # 1 untuk 0<6<2n

1-z ’
turunkan rumus

sin (n+1)0
1+cos0+cos20+..+cosnd =—(, 12)
Zsmie

1
. . . cos (n+3)6
sin®+sin20+ ... +sinnB =21cotle ——(_ 12)
2 2 2sin36

Buktikan bahwa titik z di bidang kompleks yang memenuhi persamaan |z-1+i| =
2 terletak pada lingkaran

x2+y2-2x + 2y — 2 = 0. Jadi |z-1+i| = 2 menyajikan persamaan suatu lingkaran.
Tafsirkan secara geometris bahwa persamaan |z+3| + |z-3| = 10 di bidang
kompleks menyajikan persamaan suatu ellips. Tentukan bilangan kompleks
yang dinyatakan oleh puncak dan fokus ellips ini.

Irisan kerucut apakah yang disajikan oleh persamaan ||z-5| - |z + 5| = 6?
Tentukan bilangan kompleks yang menyatakan puncak dan fokus irisan kerucut
ini.

Buktikan bahwa titik-titik z yang memenuhi persamaan |z — 2i| = 2|z - 3| terletak
pada suatu lingkaran

Sketlah titik demi titik kurva yang disajikan oleh persamaan

a. |z?-z/=1

b. |z22-3z+4/=16

Jika a + ib dengan a dan b riil adalah suatu akar persamaan dengan koefisien-

koefisien riil coz" + c1z™* + ... + cn1z + ¢y = 0 maka a — ib juga akar persamaan

I
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ini. Buktikan teorema ini. Jadi akar-akar yang tidak riil suatu persamaan derajat
tinggi dengan koefisien riil sepasang-sepasang saling konjugat.

28. Jika diberikan bilangan kompleks z; dan z,, tentukan konstata kompleks ¢ dan
r > 0 sehingga bilangan kompleks z berlaku |z — z;| = 2 |z — 2| jika dan hanya

jkal|z—c|=r.

1.9 Soal dan Penyelesaian

1. Nyatakan dalam bentuk polar

a 1+i

T
Untuk z = 1 +i, diperoleh r = +/2 dan arg z = 7 + 2k , sehingga

1+i= \/5(003(%+2k7r) + isin(%+2k7r)J
b. 3i, -3i

T
Untuk z = 3i dan z = -3i, diperoleh r = 3 dan arg z = ) + 2k , sehingga
_ Vs Y
3i= 3(003(5 +2k7)+1 sm(E + 2k7r)j dan

3i= 3(003(% +2k7) —isin(% + 2k7z)j

2. Tentukan argumen dari

a. 1-i

I
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Arg (1—i) = arc tan_Tl =_Z

b. nm—mi

Arg (x — i) = arc tan - = -~
T

3. Nyatakan dalam bentuk z = x + iy

a. \/§(cos£+isin£]
4 4
XJ[COS j V8112 =2
y=a[sin% | = VB 142 =2
jadi \/g(cosfﬂsinzj =2+2i
4 4
b. \/E(COSS—+ISII‘]3—7TJ
4 4
_ 37 _ 1 /5)-
x = +/18| cos== | = \/E-(—— 2)—-3
4 2
y= VB[ sin% | = VI8 32 =3
jadi \/ﬁ(cos% +i sin:%rj = -3+ 3i

4. Tentukan semua nilai akar berikut

a. (-1)¥
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Ditulis -1 = cis

Misalkan & = (—1)1/3, dengan £ = p cis @, berarti

7+ 2K _ 2k +D)7x

p=%1=1dan 6 = , diperoleh:
= 'E:E ﬁ
o cisZ = S+i5

g =Cisz =-1+i-0 =-1

aZ = CiSS—ﬂ- =

—1

1 3
3 2 2

b. 11/6

Ditulis 1 = cis 0

Misalkan & = (1)1/6, dengan & = p cis @, berarti

k
p=%=1dan 0 = % = Tﬂ,diperoleh:

&0 =cis0=1

g =CisZ =%+?i

&2 =Ci32?” =_%+§i
E&; =cisz =-1
é4=CiS4—3fT =_%—§I’
Es :Cis%’:%_gi
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5. Tunjukkan bahwa z =1+ 3i memenuhi persamaan z? —2z+10=0
Penyelesaian:

—b+vb2—-4ac

™ ,dengana=1,b=-2danc=10

Z12 =

_ —(-2)+{/(-2)2-4(1)(10) _ 2+v4—40 _ 2+v-36
) = = =
2.1

z
L 2 2

6. Tentukan Re(z), Im(2), |z| dan Z untuk

2-5 3-14i
z= +
3+4i  25i

1215
(1+ 1)1+ 2i)(1+ 3i)

Penyelesaian

a _2-5i3—4i  3-14i-i _-28-26i
) 3+4i3-4i 251 —i 25
_ -28 _ —-26
Re(z) = 5 Im(z) = 5
iz = (—23)2 + (—26)2 _ (1460 - _ —28+26i
25 25 252" 25
12-5i
b. z=z——«=——
(A+i)(1+2i)(1+3i)
_ 12-5i _ 12-5i _ 6+ 1i
(1+i)(1+2i)(143i)  (—1+43i)(1+3i) 5 2

_ -6 1 |62 1\2 _ (36 1 _ 13 _ __ 6 1,
Re(z) =3, Im@) =3, 121= |(F) +(3) =JEtiT = L8 F= g

7. Tulislah bilangan kompleks berikut ke bentuk a + ib
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a. (1+i)’
Penyelesaian
(A+)" = 1(1)7 + 7(1)8% + 21(1)%(i)2 + 35(1)*(i)® + 35(2)3(i)* + 21(1)%(i)° +
7(1)@)° + 1()"

= 1+7i-21-35i+35+21i-7-i = 8-8i

(@-i°
1+i

(1-i)% _ 1(1)3-3i-3+4i _ —2-2i _ 2
1+ 1+i T

8. Tentukan bagian real dan bagian imajiner dari
i" dan i™ untuk n bilangan bulat positif

1,n =4k
4 o )-lm=4k-2
' iin=4k—-3"’

—i,ndk — 1

k=1,2,3,..n

b. im= (_i—l)n = (lf)n = (_l')nz (_1)n(l)n

ii

1,n =4k
Re(z) = {—l,n =4k —2 dan
0,n = ganjil
0,n = genap
Im(z)={ 1,n=4k—-1
-1,n=4k-3

9. Buktikan hukum-hukum komutatif, asosiatif dan distributif operasi-operasi hitung
dalam sistem bilangan kompleks pada 1.2
Komutatif Penjumlahan

Zi1+Z; =(Xatiyn)+ (X2 +iy2) = (Xa+X2) +i(y1+Y2)
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=X+ X)) ti(yzty)=Xe+Xatiy2+iys
=(Xot+iy2)t (Xetiyl)=2Zo+Zs.
Komutatif Perkalian
Z1.27Z> =(Xpt+iy) (X2 +iy2)
= X1X2 — Y1y2 + i(X1y2 + X2y1)
= XaX1 — Yay1 + i(Xay1 + Y2X1)
=(Xet+iy)(Xativ)=2>.21
Asosiatif Penjumlahan
Zi+(Za+Z3) = (xa+iys)+[(xa+iy2)+ (X3 +iys)]
= (X2 +iy1) + (X2 +iy2) + (X3 +1iys)
=[(xa+iys) + (X2 +iy2)] + (X3 +1iys)
=(Z1+ Zo)+ Zs
Distributif
Z1(Z2+2Zs)  =(xa+iy1)[(X2+iy2)+ (Xs+iys)]
= (X2 +iy1) [(X2 + X3) +i(y2 + y3)]
= [(X + iys) (X2 + iy2)] + [(X2 + iy1)(xs + iys)]

=(Z122) + (Z1 Z5)

10. Buktikan hukum-hukum tentang operasi konjugat dalam 1.2.

Penyelesaian

o Z=x;+1y; =X — 0 =x, iy, =2
o Z1t+z; =(xg—iy) + (xz —iyy)

= (X +x2) + iy +y2)
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11.

12.

13.

-5FE
o 71 —7p = (% —iy1) — (%2 — iy2)
=1 —x) — i1 —Y2) =71 — 2
o 71+ Z; = (xg—iy1) - (x2 —iy2)
= (01X = y1Y2) — (12 — Y1%2) =71 23

z+z - (x+iy)+(x—iy) - 2x =y = Re(z)

2 2 2
z—Zz _ (x+iy)-(x-iy) _ 2y _  _
¢ 7" 2 =5 =y=1Im@)
Jika |z| = 3 buktikan bahwa 21 | <-
z4+1 8
Penyelesaian
= | =L <1 -1 -1 karena — makatanda <
z2+1 |z2+1| — |z2|-|1] 9-1 8 7
. . 1 1
Jadi terbukti bahwa |- | <=
z°+1 8
Jika |z2| # z3| buktikan bahwa |-2—| < 1l
Zy+2z3 |z2]—1231

Penyelesaian

Z1 — lz4l

|zz+23]

& , karena |zz + z3| = |z2] - |z3]
Z2+Z3

|Z4] < [z4]
lza+z3|  |z2]—|z35]

Buktikan rumus|z;z, 25 ... z,| = |z1||2;31123] ... |z,| dengan induksi matematik

Penyelesaian

a. Ambiln=2
2122 = (2122)(Z127) = (2122)(2123) = (2121)(2273)
= |Z1|2|Zz|2

b. Ambil n = k adalah benar diasumsikan
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1212523 ... 2| = |z1||22]125] ... | 2|
C. Untukn=k+1
1212523 .. Zp- Zg 1| = (212223 - Z1)- (Zig 1) |
= 12125 . Zge| | Zge 41 |
= |zyllzz| ... 1zg |- 1241 ]
14. Tulislah bilangan kompleks berikut dalam bentuk r (cos 8+ i sin 6)
Penyelesaian :
a. 1,i, -1, -i

® z=1,=1+i0,sehinggax=1dany=0

r=yx2+y? =12 +02 =1
arg(z) = arg(1+0i) = arc tan % = arc tan %
=arctan0=0

z=1(cos0+isin0) =cos0+isin0 =cis0

® 7z=i=0+i.1,x=0dany=1

r=x2+y2 =V02+12 =1
arg(z) =arg()=arctan Z=arc tan%zg
z =r(cos@+isinB) =1(cos+1sin7)

T . T . T
=Ccos—+iIsSin— =CIS—
2 2 2

® z=-1=-1+i0,sehinggx=-1dany=0

r=x2+y? =/(-1)2+0% =1
arg(z) =arg(-1) = arc tan % = arc tan _11 =T

Z =r(cosB+isinB) =1 (cosT+Isin)
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=CcosSTT+isinT

# z=-i=0+i.(-1), sehinggax=0dany=-1

r=yx2+y2 =/02+(-1)2 =1

arg(z) = arg(-i) = arc tan § = arc tan %1 = %T[

z =r(cosBO+isin0) =1(cos%n+isin%n)
3 . .3 . 3
=cos—m+isin-m =cis=m
2 2 2
b. 1+i, (1+i)7,1—iv3, —-1+iV3
1+i=v2(cosZ+isink)

a+” = (\/7)7(cos T+isin’t

74
= 8\/7(cos%” +isinZt
1—iV3=2(cos*E + i sin )
—1+4+iV3 = 2(cos*F + isin<F
15. Dengan menggunakan bentuk kutub untuk masing — masing faktornya
nyatakan bilangan komplek beri-kut ke dalam bentuk a + ib

a. (1-i)

Penyelesaian
(1-ip =(2) [cos (8-Z%) + isin(8 - 27)]
=16(cos14m + isin14mw ) = 16

b. -0 _ (V2)3[cos(3-Zh+ isin(3- )]

7T, . . 7T
1+i \/E(COST+ isin ()

=2 (cos 5n+isin 5n) = -2

(1+1v3) (W3+D)6  _ 2%(cos 33 +isin3F)2%(cos 65+isin3F)

02 T
(1+i) 2(cos2-+isinz-g)
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16.

17.

18.

= 256(cos(ﬂ+n—g+ isint+m—7T)

= 256(cos 3"+isin37“) = -256i

2

Di bidang kompleks diberikan titik A yang

menyatakan bilang z. Tentukan secara

geometris titik P yang menyatakan w jika

a.

wW=iz,zz=idanz; =z
Gunakan Z =r e®®

i

, ; Ty
iz=e2 -1-elf =r. 0+

=
I

W=-iz,21=-I,2,=2

W= -iz =e 2+ = oi(0p)

1
Ny

w

w=z=¢el??

wW=iz+1+i,z1=idanz;=2z,z3=1+1,

W=21:-20+ 273

1

2

<V

2

Lukislah titik P untuk w = = . Jika diberikan titik A yang menyajikan sembarang

Z

bilangan z untuk:

a.

0<sz<1

z=1

Berikan alasan mengapa rumus

||Z1| - |Zz|| S|z1 + 25| S |zq| + |25]
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disebut ketaksamaan segitiga

19. Jika a dan b akar-akar pangkat tiga yang tidak riil dari 1, buktikan bahwa b =
az.
Misalkan w = 1 cis O,

0+2km

11’3=Zk=1(cos +isin@),
untuk k=0, 1, 2
Ketiga akar pangkat 3 dari 1 adalah:

zo=cis0=1

— o 1 .1
z1=cis 2= E+12\/§

1
— o dm— _1 .2
Z = Cls = — 12\/3

i .1
misalkan a=z1=-> + is V3

b=21=—% - 1\/§

1=
2

L3321 il 3

1
4 2 4 2 2

a2 = (—% +iz \/§)2 =
20. Tentukan semua akar pangkat 6 dari -1 dan gambarkan akar-akar itu dibidang
kompleks.
Penyelesaian :

Misalkan w = 1 cis =,

m+2km

-1 = =1 cos +isinz2 ) untukk=0,1,2,3, 4,5
Ketiga akar pangkat 6 dari -1 adalah:
Zo=cisE=2V3 +i; =33 + 3

Z1=cisg= 0+i.1=i

—_ i ST — 1 1 - 1 1.
Zp=cCls—= —V3 +i; =3 + i
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21.

22.

23.

— 7T — 1 i1 -1 _ 1.
Z3=Cls - = —5«/§ L ?/_ St

zZ4=cisT=0—-i1=—i
Zs=cisEE= 3 — i3 =3 —
Seperti soal nomor 20, untuk akar pangkat 3 dari 1 dan dari -1
a. Akar pangkat 3 dari 1 seperti no 19
b. Akar pangkat 3 dari -1

Misalkan w = 1 cis =,

w+2km
3

(- =z¢=1cis ,untuk k=0, 1, 2
Ketiga akar pangkat 6 dari -1 adalah:
Zo=cist=3 +isv3=3 + ;i3
Zi=cismt= —-1+i.0=-1
Zp=cis= 7 —iV3
Jika w sembarang akar pangkat n dari 1 dan w # 1
buktikan bahwa 1 +w +w?+ ... + w1 =0
Penyelesaian
dari w merupakan akar pangkat n dari 1, sehingga diperoleh bahwa w" = 1 dan

wtl=w" . w=w

sehingga 1 +w +w?+ ... + w1 + w" = - =—n=1,
Sl+w+wi+ . +wl+l1=1

Jadi1+w+w?+ .. +w"=0

Gunakan teorema Moivre buktikan bahwa untuk a = Z diperoleh cos a — cos 2a

+cos3a=%
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Penyelesaian

_ cisa (1—(—cisa)®) _ cisa+(cisa)*
1—(—cis a) 1+cisa

Cis a—cis 2a + cis 3a

cisa+cis4a 1+cosa—isina

1+cisa 1+cosa—isina

cosa+isina+cos 4a+isin4a 1+cosa-—isina

1+cosa+isina 1+cosa—isina

cosa+cos?a—icosasina+isina+isinacosa+sin? a+ cos4a+cosacos4a—isinacos4a+isin4a+icosasin4a+sina

1+cosa—isina+cosa+cos?a—isinacosa+isina+isinacosa+sinZa

cosa+cos?a—icosasina+isina+isinacosa+sin? a+ cos4a+cosacos4a—isinacos4a+isin4a+icosasin4a+sina
2(1+cosa)

Re(ruas kanan)

COS a — COoS 2a + cos 3a

cos a+ cos? a+sin? a+cos 4a+cosacos 4a+sinasin 4a
2(1+cosa)

1+cosa+cos4a+cos3a
2(1+cosa)

_ 1  cos4a+cos3a
2 2(1+4cosa)

7a a
1, 2cos% cos5

2 2(1+cosa)

1 2-0-cos%
T2 2(1+cosa)
_1

2

__n+1
24. Dengan menggunakan rumus 1 +z + z2 + ... + z" = %,z # 1 untuk 0<0<2n

turunkan rumus

: 1
sin (n+3)0
1+cosO+cos20+...+cosnd =—(_ 12)
ZSIHES

1
. . . cos (n+5)0
sin 6 +sin 20 + ... + sinn® = Zcotle — —————
2 2sin;6
I
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Penyelesaian

_ 1—(cis@)nt?

l1+z+z°+..+2 -
2 n
1—cis 0

1—(cis ®)™*1  1-cosB+isin@
1—cis 0 1—cosB+isin®

_ [(1—cos(n+1)0)— isin(n+1)0]-[(1—cos 6)+i sin O]
- (1—cos08)2+sin2 0

_ (1—cos(n+1)0)(1—cos 0) + sin(n+1)0 sin6+i[(1—cos B) sinO—(1—cosB)(sin(n+1)6
a 1-2cos 0+cos2 0+sin2 0

(1—cos(n+1)6)(1—cos ) + sin(n+1)0 sin 6+i[(1—cos 6) sin 6—(1—cos O)(sin(n+1)6
2(1—cos0)

1—cos 0—cos(n+1)0+cos 6 cos(n+1)6+ sin(n+1)0 sin 6+i(sin 0 — sin 6 cos 6—sin(n+1)0+cos O sin(n+1)0
2(2 sin2 %e)

(1—cos 0)—cos(n+1)0+cos nd+i(sin O — sin(n+1)6— sin(n+2)6)
4 sin2 %9

1+z+272%+ .. +2" =

2sin? %e+cos n6—cos(n+1)0+i(sin 0 — sin(n+2)06— sin(n+1)6)

4 sin? %e

_ 2sin? %e+cos n—cos(n+1)6 _ 1 sin(n+%)6
- -5 1

in2 1 in<
4 sin 50 2 Zsmze

Re(l+z+2z*+ .. +2"

_ sin6-sin(n+2)6—sin(n+1)6
4 sin? %e

Im(l+z+2z2+..+2"

25. Buktikan bahwa titik z di bidang kompleks yang memenuhi persamaan |z-1+i| =
2 terletak pada lingkaran
X2+y?—-2x + 2y — 2 = 0. Jadi |z-1+i| = 2 menyajikan persamaan suatu lingkaran.
Penyelesaian
|z-14i| =2 o |x+iy-1+i| =2 < (x=1)?+ (y+ 1)’=4
S X-2X+1+y?+2y+1=4
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SX2+y?-2x+2y—-2=0
Terbukti bahwa |z-1+i| = 2 terletak pada lingkaran
X2+y?—2x+2y—-2=0

|z-1+i| = 2 < x? + y? — 2x + 2y — 2 = 0 menyajikan suatu persamaan lingkaran
26. Tafsirkan secara geometris bahwa persamaan [z+3| + |z-3] = 10 di bidang

kompleks menyajikan persamaan suatu ellips. Tentukan bilangan kompleks

yang dinyatakan oleh puncak dan fokus ellips ini.

Penyelesaian

43| +|2-3| =10 < |x+ 3 +iy| + [x —3 +iy| = 10

s Jx+3)2+y2+/(x—3)2+y2=10

o Jx+3)2+y2=10- J(x-3)2+y2

S x2+6x+9+y2=100—-20x2—6x+9+y2+x%—6x+9+y?

& 12x— 100 = —204/x2 — 6x + 9 + y?

< 100 — 12x = 20,/x2 — 6x + 9 + y2
< 10000 — 2400x + 144x? = 400(x* — 6x + 9 + y?)
< 10000 — 3600 — 2400x + 2400x + 144x?— 400x? — 400y = 0

< -256%2% — 400y? = -6400

N

2

S=+==1

N|><
42
H|‘<
o)

Titik fokus ellips adalah (+3, 0) dan titik puncak adalah (+5,0), (0,+4)

27. Irisan kerucut apakah yang disajikan oleh persamaan ||z-5|] - |z + 5| = 6?
Tentukan bilangan kompleks yang menyatakan puncak dan fokus irisan kerucut
ini.
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28.

Penyelesaian

Jika |z-5| > |z + 5| = 6, maka |z-5| - [z + 5| = 6
12-5/ =6 + |z + 5|

& |X+iy-5 =6 + [x + iy + 5

& (X-5)2 +y2 =36 + 12|x +5 + iy| + (X+5)? + y?

& -20 X — 36 = 12,/x2 + 10x + 25 + y2
< 400 x? + 1440x + 362 = 144(x? + 10x + 25 + y?)

& 256 x2 — 144y? = 3600 — 362.

Buktikan bahwa titik-titik z yang memenuhi persamaan |z — 2i| = 2|z - 3| terletak
pada suatu lingkaran

Penyelesaian

Iz—2i|=2z- 3|

o2+ -2)2 = 2/(x = 3)2 +y?
Sx?+y?—4y+4=4(x*—-6x+9+y?)

& 3x2+3y2—24x+4y+32=0

Sx’+y*—8x+y+2=0

< @?—-8x+16)+ (y* +3y+2=5Z

SE-4*+@y+H?=2

Jadi z yang meneuhi |z — 2i| = 2|z - 3] terletak pada lingkaran dengan pusat (4,

- g) dengan radius ?
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29. Sketlah titik demi titik kurva yang disajikan oleh persamaan
a. |22-z/=1

Penyelesaian (x+iy)(x+iy)

|Z2-2z/=1 < |X2+2xyi—y?’—x—iy|=1
S| +y? =x) +i2xy —y) =1
S K+y =x)?+(2xy-y) =1
< x4+ x2y2 =3 + x2y2 + vyt — xy? —x3 —xy? — X2 + 4x2y? — 2xy? — 2xy? —

y?=1
X232 —2x3 + X2 = 2xy? +y?+ Yyt =1
SXX2+22—2x+ 1) +y2 (X2 —2x+y?+ 1) =1
& X[(x-1) + Yy +y? [(x-1)* +y] =17

< P+ y)[(x-1)2 +y =17

30. P2—32+4=16
Penyelesaian
2 _

‘z -3z+ 4‘ =16

=S ‘xz +2xyi—y2—3x—3yi+4‘:16

2= ‘xz —y2—3x+4+2xyi—3yi‘=16

31. Jika a + ib dengan a dan b riil adalah suatu akar persamaan dengan koefisien-

koefisien riil coz" + c1z™! + ... + ch1z + ¢ = 0 maka a — ib juga akar persamaan
S —
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ini. Buktikan teorema ini. Jadi akar-akar yang tidak riil suatu persamaan derajat
tinggi dengan koefisien riil sepasang-sepasang saling konjugat.
Penyelesaian
Misalkan z=a +ib =rcis 6, r =va? + b? dan 0 = arg (a + ib) = arctan (2)
zakarco+ci1z+coz?+...+¢cz"=0
maka Co +C1rcisO +c,r?cis 20+ ... +car"cisnd =0
Co+Circos0+car?cos20+...+car"cosnd+i(cirsin®+car’sin20+ ...+
ChI"sinnB) =0

n ockr®cosk® +iYR_, cpr¥sinkd =0
z=a+ib=rcis (-6)
&~ Co + C1 I Cis (-0) + C2 % cis (-20) + ... + ¢y I" Cis (-n0)
Sroockrcosk® — iR i r¥sink=0-0=0

~Zakardarico+ciz+cyz?+...+chnz"=0

32. Jika diberikan bilangan kompleks z; dan z», tentukan konstata kompleks ¢ dan
r > 0 sehingga bilangan kompleks z berlaku |z — z;| = 2 |z — 2| jika dan hanya
jika|z—c|=r.

Penyelesaian

Misalkan z1 = X1 +1y1, Z2=X2 + iy, danc=a +ib

z—21|=2[z-2 S | X-X1 +i(y-ya) | = 2| X-X2 + i(y-y2)|

< (xx2)? + (y-y1)? =4[ (x-%2)* + (y-y2)?

S X2 = 2xX1 + X1% + Y2 = 2yy1 + Y12 = 4(X? — 2XX2 + X22 + Y2 — 2yy, + Y5?)
&> 3x2 + 3y? — 2X(4X2 — X1) — 2y(4y2 — Y1) + (X2 — Y12 + 4x22 + 4y,?) = 0

I
Bilangan Kompleks halaman 35



. 4X,_ 4y,_
Pusat lingkaran (%%)

R = \/(4X2—X1)2 + (4Y2—Y1)2 _ (4X%+4Y%_X%—Y%)
3 3 3

|z — c| =r merupakan persamaan lingkaran berpusat di ¢ dengan jari-jari r

karena |z — z1| = 2|z — z|

misalkan a 42Xy b= 4y2-y1
3 =3
C =a+ib=1(4xy — %1 +i(dy; — y1)) = 2(4x,+4iy, — (xq +iy1))

= %(422 —74)

_ _ 4X3-X1 2 4y2-y1 2 4x5+4y3-xi -y}
=R =|(77) +(557) -

= 1/16x3 — 8x;x, + x% + 16yZ — 8y,y, + yZ — 12x% — 12yZ + 3x§ + 3y?

= %\/(Xz = %)%+ (y2 —y1)?

= §|Zz — 74|

I
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BAB V
DERET PANGKAT

Tujuan Umum:

Mengidentifikasi deret dari fungsi variabel kompleks

Tujuan Khusus

Mengidentifikasi dan menentukan deret Laurent dengan tepat
Mengidentifikasi dan menentukan Deret Maclaurin dengan tepat
Mengidentifikasi dan menentukan Deret Taylor dengan tepat

Mengidentifikasi dan menentukan Konvergen suatu deret dengan tepat.

Deret pangkat adalah deret tak hingga yang berbentuk

ian (z-2z,)" dengan a, dan z, konstanta kompleks (n =0, 1, ...).

n=0

Deret ibn(z—zo)‘" juga dipandang sebagai deret pangkat karena dapat ditulis
n=0

menjadi ibnqn dengan ( =
n=0 Z-7Z

(o]

Dalam pembahasan bilangan kompleks kita temui gabungan kedua jenis pangkat

ini yang dapat ditulis
iAn (z-2z,)".

Untuk z, = O deret di atas menjadi > a,z", > b,z" dan ) A z™", sedangkan
n=1 n=—ow

n=0

perluasannya untuk z, [ 0 tinggal mengganti z dengan z — z.
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5.1 Barisan dan Deret Bilangan Kompleks

Pembahasan deret dan bilangan kompleks dianggap sudah mengenal definisi
konvergen maupun sifat-sifat yang sederhana tentang barisan dan deret bilangan
real.

Barisan Bilangan Kompleks

Barisan bilangan kompleks adalah fungsi yang bernilai kompleks yang domainnya
semua bilangan asli N = {1, 2, ...}. Jadi f: N J C adalah suatu barisan, nilai f(n) yang
sering dinyatakan dengan z,, dinamakan suku atau elemen barisan ini. Barisan
bilangan kompleks zi, z, ..., zn, ... akan kita tulis <z,>.

Barisan <z,> dikatakan konvergen, jika terdapat N [1 C dengan sifat bahwa untuk
setiap >0 yang diberikan N O N, sehingga untuk semua n 0 N dan nCON berlaku

[z-znJ< 0. Bilangan kompleks ini dinamakan limit barisan <z,> untuk n JJ[J, dan

ditulis rl}';zzn =2 dikatakan pula <z,> konvergen ke z dan ditulis z, 00z,

Teorema

Jika z, = xn + iyn dengan x, 000 dan y, 000, maka <z,> konvergen di dalam C jika
dan hanya jika <x,> dan <y,>konvergen di dalam C.

Teorema

Jika <z,> dan <w,> berturut-turut konvergen ke z dan w, dan c suatu konstanta
maka

(a)<zn+wy> konvergen dan lim (zn+wy,) = lim zp+ limwy =z +w

(b)<cz, > konvergen dan lim (cz,) =climz,=c z
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(c)<z, wr> konvergen dan lim (z, wy) = lim z, limw, =2z w

(d)<1/z, > konvergen dan lim (1/z,) = 1/z asal z [ 0 dan z, [ O untuk VNEN
Akibat

<z, - Wp> dan <z, /w,> konvergen dengan z, - wn [J z - wdan z, / w, 0 z / w.

Deret Bilangan kompleks

Teorema

Diberikan deret bilangan kompleks z:’:lzn dengan z, = X, + i y, di mana x, dan yn
bilangan real, maka berlakulah sifat-sifat berikut

a. .z, konvergen jika dan hanyajika D" x, dan > y_ konvergen.

b. Jika > z  konvergen maka r',gzn =0
c. Jika ) z konvergen maka suku-sukunya terbatas. Artinya terdapat M>0

sehingga <M untuk semua n .

ZI’]

d. Jika deret »" |z,| konvergen maka deret > ° z  konvergen. Jadi jika > " z,

konvergen absolut maka » "z, konvergen.

5.2 Deret Taylor dan Maclaurin

Teorema
Diberikan fungsi f analitik di dalam daerah cakram terbuka D ={z : [1z-z,[I< ro} yang
berpusat di z, dan berjari-jari ro. Maka untuk [1z(0D, F(z) dapat dinyatakan ke dalam

deret pangkat
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f(2) = f(zo) + lef(n)(zo)

"= oon

<r,) 1)

(z-2,)" (]z—z0

Jadi deret di ruas kanan konvergen ke f(z) untuk 0OzOD.

Deret di ruas kanan (1) disebut deret Taylor untuk f(z) yakni suatu deret pangkat
dalam (z-z,) pada kitar N(z,,r.). Juga dikatakan bahwa f(z) diekspansikan ke dalam
deret Taylor dalam kitar itu.

Bukti

Misalkan z sebarang titik di dalam cakram D dan ‘Z_Zo‘ <I, jadir; <r,. Maka dapat

dibuat lingkaran C dengan pusat z, dan radius r berarah positif di manar; <r <r,.
Jadi f analitik di dalam dan pada C dan z di dalam C. Menurut rumus

integral Cauchy

f(z) = L ﬁdg

2mi 2 éz_z
, - 5 w1 1-p" .
Rumus jumlah deret geometri hingga 1 + p + p* + ...+ pNt = . Jadi kita
mempunyai rumus
2 N-1 pN — 1
l+p+p*+...+pVt+ = —. (2)
1-p 1-p
z—z,
Dengan mengambil ng_zo dan menggunakan (2) dalam bentuk
1 1 11
C_Z (C_Zo)_(z_zo) C_Zo 1-27:,

diperoleh
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L1 ®@-z)  (z-z)
= 3
e Y oy L e e ¢ &)

f
Jika kedua ruas dari (3) dikalikan % lalu dintegralkan di sekeliling C, dan

digunakan rumus integral untuk nilai fungsi f dan derivatif-derivatifnya di titik z di

dalam C, maka diperoleh

i) = f(z, )+Zf(k)(Z Yz-2.) +P,(2) &)
_(z=2)" f(£)
dengan Pn(z) = o i(C—Z)(C—Zo) d¢g (5)

Catatan
1. Jika z, =0, jadi f(z) analitik pada D = {z: 0z < r}, maka

1),
n!

f(z) = £(0) + 2 (0z0 <71) (6)

dan deret ini di namakan deret Maclaurin dari fungsi f.
2. Deret Taylor di ruas kanan (1) akan konveregen ke f(z) selama z di dalam
cakram D = {z: Uz-z,, <1}, di mana f analitik. Jadi untuk f bagaimanapun besarnya
selama f analitik di dalam D, tidak perlu diadakan uji kekonvergenan, dijamin deret

Taylor konvergen ke f(z). jadi

o £(n)
@)= f(z,)+ 3

n=1

(z-2,)" (0z-zo0 <0)

3. Lingkaran C, berpusat di z, dengan radius paling besar R sehingga deret Taylor
konvergen untuk semua z di dalam C, dinamakan lingkaran kekonvergenan deret
itu, dan R disebut radius kekonvergenan. Jadi jika f fungsi utuh maka R = [J. Jika f

bukan fungsi utuh, maka R sama dengan jarak dari z.
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4. Jika f analitik di z, maka terdapat r > 0 sehingga f analitik pada kitar 0z-z,0<r.
Jadi jika f analitik di z, maka terdapat suatu kitar dari z, sehingga untuk setiap z
dalam kitar ini, f(z) dapat dinyatakan dalam deret Taylor dalam pangkat (z-z.).

Fungsi eksponensial f(z) = e* adalah fungsi utuh, analitik di seluruh C, jadi radius

kekonvergenan deret Maclaurin-nya adalah 0. Untuk setiap nON berlaku f"(z) = e?,

o £(n) o n
jadi f™(0) = 1. Dengan demikian f(z) = e = f(0)+2$ z" = ZZ—| Diperoleh
~ nl n!

n=1

rumus

n 2 n
e? = Z::O% = 1+%+22—!+...+an +... QZ|<w) ()

Fungsi f(z) = sin z juga analitik di seluruh C, jadi R = [I. Derivatif f®9(z) = sin z,
4+ (z) =cos z, f**2 (z) = -sin z dan f**3 (z) = -cos z. Jadi f (0) = 1 untuk n = 4k

+ 1 dan f™ (0) = -1 untuk n = 4k + 3 dan f™ (0) = 0 untuk n yang lain. Jadi

(-)" untuk k=2n+1

0 (0) =
©) {0 untuk k =2n

Dengan demikian diperoleh rumus ekspansi Maclaurin untuk sin z,
5

e (D i 2’ z
S'”Z—anomzu-z—aJrg—--- (2 <) ®)

Selanjutnya dengan cara yang sama diturunkan rumus berikut.

I\ 2 4
Cosz= Zn0(2n)| Zzn = 1_22_!+Z4_!_"' qZ|<®) (9)
. B " Z2n+1 B i i o
Sinhz= )" el Zt gt (M ) (10)
2n 2 4
Cosh z = Zw z = ]_+Z_+Z_+___ QZ|<OO) (11)

"0 2n! 20 4
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Akan dibahas ekspansi deret Maclaurin untuk f(z) = 1_ . Satu-satunya titik singular

fungsi f adalah z = 1, jarak dari titik O ke titik singular (yang terdekat) adalah 1, Jadi

R =1. Fungsif(z) = ﬁ analitik untuk 0z < 1, dan f¥(z) = k!(1-z)**! sehingga f¥(0)

=kl Jadif(z) =f(0) + D f(k)(O) z* dan diperoleh rumus

—=1+§ 1Z”:Z“°°Oz”=1+z+22+z3+... (DzO <1) (12)

n=

Dengan mengganti z dengan —z diperoleh
vy =X (D'z" =1-z+22-Z+z*— .. (0zD<1) (13)
Teorema (Ketunggalan Ekspansi Taylor)

Jika deret pangkat ian(z —z,)" konvergen ke fungsi f(z) untuk semua z di dalam

n=0
lingkaran C,, z-z,[J = r,, maka deret ini adalah ekspansi Taylor dari f(z) ke dalam
deret pangkat dalam (z-z).
Contoh 1

Ditanyakan ekspansi Taylor dalam pangkat (z—3) untuk e?. Kita tulis e? = e% e#% = e3

e- dengan 0 = z-3 menurut rumus (7) e~ = ZC—' untuk |C|<°°. Jadi e*® =

untuk |Z'3<°°. Jadi deret yang terakhir ini konvergen untuk JzOC ke

0 (Z _3)n
Z‘ n!

e?® menurut teorema ketunggalan di atas deret ini adalah ekspansi Taylor dari e,

Dengan demikian e’ = esi @
n

n=1

yang berlaku untuk |z-3| <o atau untuk

semua z di bidang kompleks.
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Contoh 2

Ekspansikan cos z? ke dalam deret Maclaurin.

Rumus (9) mengatakan bahwa cos [ =1 - J%2! + 044! - . . . untuk 000 < 0. Jadi
deret ini konvergen ke cos [ untuk CJOCC. Kalau [ diganti dengan z? maka

diperoleh

n 4n
CoszZ=1-2z%2!+2z84!- .. . = Z% (0zO < D).
n)!

Ini berarti bahwa deret pangkat dalam z di ruas kanan konvergen ke cos z2 untuk

semua Z € C | menurut teorema di atas ia adalah ekspansi Maclaurin untuk cos z2.
Contoh 3

Nyatakan f(z) = - ke dalam deret Maclaurin dan tentukan domain di

(z-2)(z-3)
mana ekspansi Maclaurin itu berlaku.
Fungsi f(z) analitik kecuali di 2 dan 3. Titik singular dari f yang terdekat ke z = 0
adalah 2. Jadi ekspansi Maclaurin ini mempunyai lingkaran kekonvergenan dengan
radius R = 2. Jadi ekspansi kita nanti meliputi domain 0z < 2. Dalam domain ini
kita tulis

fz)= -5 (0zO0<2)

dalam domain [z[J < 2 maka berlaku [1z/2[0 <1 dan 0z/30 < 1.

Dengan menggunakan rumus (12) dan teorema ketunggalan diperoleh:

_ =1 _ N 1 _ 5 _ 4w ,
-3 = 3(-2/3) = ?12(%)“ dan 77 = 2(1—21/2) - ?12(%)” Jadi

n=0 n=0

Fungsi Kompleks halaman 233



f(z) = Z(;(leﬂ— 3“1*1j 2" =i+82482 4 (DzO < 2), yakni ekspansi Maclaurin

yang diminta dengan domain [z[] < 2.

Contoh 4

Tentukan deret Taylor untuk f(z) = -% dalam suatu Kitar titik 3.

Fungsi f(z) analitik kecuali di z=1. Radius kekonvergenan dalam pangkat (z-3)

Karena dalam

adalah R=2 Untuk 0z-30 <2 kitatulis f(z) = % = 55 = 3

1
-1 (z-3)+2 1+(z-3)/2 *

domain ini |Z—31 <1 maka menurut (13) dan ketunggalan ekspansi Taylor

f(z) = %i( Y z-30  (0z-30<2)

n=0 n
Latihan
2n+1
1. Buktikan cos z = Z( )" ((Z 21 Dl z?"  untuk (JZ|<°0)
2n+1
sinhz = z(?ZnnJlr)l)l untuk (JZI <°°)
© 6n+2
2. Buktikan z2 cosh z° = - )_ (22 untuk QZ| < OO)
n=0
= %i(ZJ“l) untuk (|Z|<°°)

3. Buktikan (a)

Z l)n Z2n+l

=0
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(b)l 2 =%2 ( 3n+lj(z 2)" untuk (z—2/<2)

4. Turunkan deret Taylor dalam pangkat (z+2) untuk f(z) = 1% dan tentukan
-z

domain di mana ekspansi ini berlaku

5. Turunkan deret Maclaurin untuk cabang utama fungsi In(z+1) dalam kitar

(]z+]j<1)

5.3 Deret Laurent

Teorema Laurent
Jika f analitik di dalam domain D = {[J:r.< [1[1-z,[] < r1} dan z titik sebarang di dalam

domain ini, maka

f(Z) = Za (Z V4 ) + Zﬁ (1)

dengan  a = L I(g i(z{;))m d¢ (n=0,1,..) )
_ f(©) _

by = 2"'I(C i . (n=1,2..) 3)

dan C sebarang lintasan tertutup tunggal di dalam domain tersebut yang
mengelilingi z, dan berarah positif.

Seperti halnya ekspansi Taylor, kita juga mempunyai teorema ketunggalan untuk
ekspansi Laurent

Teorema
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Jika deret Y A (z-z,)" konvergen ke fungsi f(z) untuk z di dalam D = {z : rp< [Jz-
n=0

ZoL1<ri} maka deret itu adalah deret Laurent untuk fungsi f pada D.
Contoh

Tentukan ekspansi Laurent fungsi f(z) = 75

a) pada kitar titik singular terasing z = 0,
b) pada kitar titik singular terasing z = 1
Fungsi f(z) mempunyai titik singular terasing z =0 dan z = 1.

a) f(z) analitik pada cakram terbuka tanpa pusat D = {z:0 < 0z[J<1}. Untuk z(OD

maka f(z) = 1:L. Karena [z[I<1l maka & =) z". Jadi untuk 0 < 0z0<1
n=0

berlaku  f(z) = —Zz”’l = —;—Z—ZZ— - dan menurut teorema ketunggalan
n=0

maka haruslah ekspansi Laurent f(z) untuk 0 < [z[<1.

b) f(z) analitik pada cakram terbuka tanpa pusat D = {z:0 < 0z-10<1}. Untuk zOD
maka f(z) = 42 = &3 (-1)"(z-1)" sehingga f(z) = 43 (-1)"(z-1)"* =
n=0 n=0

L-1+(z-D)—(z-1? +... untuk 0< 0z-100<1.
Contoh
Untuk f(z) = W]iz_z) tentukan
a) deret Laurent untuk Jz0O<1,

b) deret Laurent untuk 1<[z[1<2,

c) deret Laurent untuk 2<0z<0.
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Fungsi f(z) dipisahkan menjadi f(z) = %, - %

a. untuk 0z0<1, maka

X
2

<i<1sehingga 777 = i1 = _szl dan
n=0

n i ©
~h =k = 27 Jadif) - zo( 2) Capmama . (Dz0<)
b. untuk 1<0z[1<2 maka 01/z00<1, jadi 75 = 5557 = —ZZZM dan A = 11 =
n=0

n

SIS (<nzi<d
VA

n=1

c. 0z[0>2, maka [11/z[0 < 02/z00 < 1, jadi

=2"-1 _ &2"-1
f(2) = 4t —ds) = 1D~ = > =

Latihan

22

1) Buktikan deret Laurent fungsi € untuk 0 < 0z < 0 adalah

ZZn

1 1
2) —+—+
) 2t z? nzzf;(n+2)!

z

3) Buktikan ekspansi Laurent untuk z* sinh 1 adalah z .2 ;H
3 =HE@n+3)z

4) Tentukan deret Laurent f(z) = - untuk 1 < 0z0 < [J.

1

5) Tentukan ekspansi Laurent untuk f(z) = ———-
z°(1-29)

6) Diberikan fungsi f(z) = %2 Tentukan
(z-D(z-2)

a) deret Maclaurin untuk 0z0 <1
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b) deret Laurent dalam pangkat z untuk 1 < 0z < 2,

c) deret Laurent dalam pangkat z untuk 2 < [Jz[] < [J.

Latihan
0 (Z _1)2n+1
1). Buktikan cos z = )" (-1)" ﬁ z2" untuk QZ| < oo)
n=0 n + -
© 2n+l
sinhz = —Z& untuk QZ| < oo)

= (2n+1)!

o

a. cosz=sin(f—z)=—sin(z-%)= Z:o:(Zn +1)' z-5y"™
_ X _:I-)n+l _ ozl
- Z (2n +1)I 2
b. sinz =-isiniz
=-isin (n +iz)
=isini(z - mi)
I T o aywnn
N '(;(m +1)! (i(z =) j
- Z(2n+1)l 2n+1(Z m)2n+l
- §(2n+1)| 2n+2(z m)2n+1
-3 Y Capaz—ay
o (2n +1)!
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0

= Z —ﬂl 2n+1
Z(2n +1)! ( )
_ w» (Z_7Zi)2n+1
n=0 (2n +1)|
0 ZGn+2
2).Buktikan z2 cosh 22 = — ) untuk QZ| < oo)
n=0 (Zn)!
%Z(Z+1) untuk (2 <)
n=0 n!
a. £=2z%coshg= x (gn)l untuk |&| < oo
z?2cosh z® = zzi(z )
n=0 (2n)'
=S (22 X untuk Qz|<w)
n-o (ZN)!
b. er= Lew
e

untuk |€| < oo berakibat e® = Z (i)

untuk £=z+1,

— 1 z+1_ Z(Z+1)

untuk |z|] < o

Z »
3).Buktikan (a = _1) 72
) (8 757 = 2D

:%i(—l)”( 3n+1)(z 2)" untuk (z-2/<1)
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Penyelesaian

z 1 - -
. =7- = . _1n 2\n — —ln 2n+1
iz 1iz2  ° Z;( )'(2) Zol( )'z
b, = NN (1)) (-2 <)
1_22 oy 3n+1
Gunakan = 3'z' dan = i(—l)”z" untuk (2| <1)
1-z = 1+z = z| <
Z z 172 -1/2

= = +
1-z° 1-2)A+z) 1-z 1+z

1 11
" 2l-1-(z-2) 3+(z-2)

-1 1 1
1+(z-2) 31+(%?)

[
N~

N

- 31 Eeve-a - (3 }

[
N

Sere-2-gCre-ar]
1

F)(Z -2y

[
N |-

§<—1)"(—1—

z
4). Turunkan deret Taylor dalam pangkat (z+2) untuk f(z) = —— dan tentukan

domain di mana ekspansi ini berlaku

Penyelesaian

Deret Taylor dalam pangkat (z + 2) untuk f(z) = 1_12
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1

= ———  f(2) analitik kecuali z = 1, z = -1. Radius kekonvergenan deret
1-2)@Q+2)

f(2)

Taylor dalam pangkat z + 2. Ini adalah R = 1 untuk |z+2|<1

(@ 1 12 1/2_1( 1 1 j

- (1—2)(1+z)_ 1—z+1+z T2 3—(z+2)+—1+(z+2)

_i1 1 1
- 2131-(2) 1-(z+2)

5). Turunkan deret Maclaurin untuk cabang utama fungsi In(z+1) dalam kitar

QZ +1]< 1)a
Penyelesaian

f(x) = Ln(z+1) dalam kitar [z+1 <1

f0)=Ln1=0

f(z) = SN £(0) =1
z+1

f(z) = -1 (0) = -1
(z+2°

I
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Pz —2 = P(0)=2
(z+2)°
—1)<Y (K —1)!
fg)= XL o 60) = (ayrqen)
(z+D)"
= 4(0)z" = (-1 *z* z¢ 7z 7
Ln (z+1) = 0+ = —z-Z 4 _Z 4
(z+1) kZ:; k! kzj; k! 2 3 4
6). Deret Mc Laurin dari f(z) = tan™ z untuk |z| <
) l )
fz)= —— = f(0)=1
1+z
, 1
f(z) = ~=1-22+7* -2+ 28 -7+ .
1+z
f(z)=—2z2+4z2-62°+82"-102°+... = f(0)=0
(z) = — 2 + 1222 — 30z* + 5625 — 90z + ... = f(0) = -2
f4(z) = 24z — 120z% + 3362° - 720" +... = f40)=0
f5(z) = 24 — 36022 + 1680z* — 5040z° + ... = 5(0) = 24
f8(z) = — 720z + 672023 — 3024025 + ... = %0)=0
f/(z) = — 720 + 2016022 — 151200z + ... = /(0) =-720
240) = 0
~1'(n-1)! n=4k-1
noy = [CDO-D
(n=21)! n=4k +1
3 _ 5 |
tanlz =0+2+0+2 ( 2)+O+Z 4'+...
1 3! 5!
z2 z2 7
= Z-—t+——=++
3 5 7

2. Deret Laurent
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Latihan

1. Buktikan deret Laurent fungsi e4 untuk O < |z|] < o adalah i+i+i z
z z¢ 2 T(n+2)!

Penyelesaian

ZZ

f(z) = 64 singular di z = 0, untuk 0<|z|<w
Z
iezz = i \ (Z )
z' z' % nl
1 1&z”
= vy 1+ — ZZ+?; ol
1. 1 &z2?
= —++ k=n-2,n=k+2
zt Z? Zc; n
1 © ZZk
= —+_
4 Z2 k=0 (k+2)'

2. Buktikan ekspansi Laurent untuk z*sinh< adalah z° L2403 1
3 Z(2n+3)1z""

Penyelesaian

f(z)=2z"sinh untuk 0 <|z| <o

f@)=z'sinht = 23 & -9 1 _ 2,50 1
= (2n+1)! " (2n+1tz* 3 Z(@n+plz™
23+E+i 1 ,n-1=k

3 = [(2n +1) + 3]!22(n71)71
3. Tentukan deret Laurent f(z) = é untuk 1 < |z| < o.

Penyelesaian

I
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1 172 1/2
= +

a. f(z) = =
@) 1-z* 1-z 1+z
1 1
untuk1<|z|<oo:>H<1:>—<1
z z

1 1/2+1/2
1-7° 1-z 1+z

1] -1 1
= — +
2z|1-1 1+:

z

z

= T +;(—1)"e)"}

- % Z( 1)+n£ Iy } =k =kt
2 _kZ: z* |
_ &)+ ()]
2 _z z" ]
b. b1 =0
f(Z)
1 =-—¢ F2dz=0
$. f(2)dz =
4. Tentukan ekspansi Laurent untuk f(z) = _
z*(1-2%)
Penyelesaian
f(2) = —z2 singular untuk z; =0, z, = -1, z3 = 1.

Jadi ada dua daerah yaitu 0<|z|<1 dan 1<|z|<o0
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Untuk0<|z|<1

f(2) = 5 =530 (2%)" = 3 222
22(1_22) 72 n=0 n=0

Untuk 1<z <o = || <1

1 1 _ V2 w2
1-z° (1-z2)1+z) 1-z 1+z

1/2 _ U2 _
-z 2(:-1)
L ) L A L
1—-727 7 (4-2)v2) -2 142 _
XL '/2 -;/2 ,-_i ) L h":—.!m :L ‘n-H-
-2 elz-1) 2(!——) 2% q;,(?) sz_.u(i)
/A = / rLy. LS ()L net
1+% 2({“"‘) ?:b {1) Lz 1?0 ") %) ;
4 | ] [l lf : h;_' - _.l'_ Vit -
767 T 2 ef“>*J< S g G )
i
5. Diberikan fungsi f(z)=—Z . Tentukan

(z-D(z-2)
a) deret Maclaurin untuk |z|] < 1
b) deret Laurent dalam pangkat z untuk 1 < |z| < 2,
c) deret Laurent dalam pangkat z untuk 2 < |z| < .

Penyelesaian

_ _ 2 1
f(z) = (z- 1)(2 2) z-2 z-1

a. untuk|z| < 1

f(2) =

(z—- 1)(2 2) z-2 z-1 = 1-5  z-1
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=520 () + o

2
= Zf:o z"

o 2z
Zn:O 2

= Yoz (1—5;) untuk |z| < 1

b. untuk1 < |z| <2

untuk |z| > 1 berakibat§< 1, sehingga

-1 -1 -1 1 1 1 1
T an s 7T =0 =~ L ()"
z

z(1-) z

untuk |z| < 2 berakibat > < 1 sehingga

== To()"

= = IO — T "

(z—- 1)(z 2)
C. untuk |z| > 2 berakibat |§| < 1 demikian juga El <1

1 -1 1
i Rl

z-1 z(1

2 —_ 2 _Z2yo Zn
5= 25 0)

— Vo 2\n
z-2  z(1 _Zn=1(z)

(@) =35 (2) + 2. O = 2o, 2

Barisan dan Deret

2in
n : .
95. Buktikan bahwa a. lim =0, b. lim (525 — ) =1-i
o n® 41
: 2 ni" n®-1_ . ndi"-n%"
a. lim—/— =1Im - = Iim —-
o4l noend4l n®-1 e nf4l
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. n(n+1)-in(n+3i) — | n2+4n—in?
lim (n+3i)(n+1) lim (n++3i)(n+1)

b. lim (5o — )
now N3 n+l n—o n—>w

=1-i

96. lm(l+2)=1+0=1

n—o

97. Jika lima, =A dan limb, =B

n—oo n—o0

a. lma,+b, =A+B,

n—o0

ima,+b, =lima, +limb, =A+B

n—oo n—oo n—o0

b. lma,-b, =A-B

n—oo n

ima,-b, =lima,-limb, =A-B

n—o n—owo n—owo

c. lmab, =lma,limb, =AB

n—oo n—oo n—oo
_ lima,

d. lim= = f=o =A/B
n>e b imb,

98. Gunakan teorema limit untuk menghitung semua limit berikut:

. in?—in+1-3i
a. lim - -
n>e | (2N +4i - 3)(n—1i)

o lim (n? —3i)(n —i)1-3i|
e | in®—3n+4-i |

c. Ilm+vn+2i —vn+i

n—owo

d.limvnin+2i—Jni}

n—o0

Penyelesaian

Fungsi Kompleks

halaman 247



o im in” —in+1-3i in’ —in+1-3i
C ool (2n+4i-3)(n-i) i 2n* +2in+3n+3i +4

|(n ~3i)(n-in-3i| _ Iim|n —in +3|n+3|

b. . =H
H>°| in® —=3n+4-i | H>°| -3n+4- |
=1
c. Ilim+yn+2i—vn+i =Ilm (\/n+2 —Jn+i X@jﬁ
n—o n—0

— i i/\n —
= [ #4) =

d.limJnfnea e ] = im o2 e o2

n+2i +Jn+i

Ilmf\”f'l’+”*')-| (i )

n— N+2i+yn+i n—»w\ N+2i+vn+i

99. Buktikan bahwa deret 1+(1)+ (i—)er---zi(i—)”'l konvergen dan tentukan

jumlahnya.

Penyelesaian

Diketahui U, = ({)"* dan U, , = ()", diperoleh

1
3

= |—| = 1 karena |U , maka

n+1]

L)+ Ef += i(ig)nfl konvergen
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Jumlahnya adalah menggunakan formulasi S_ = 2 , dari deret diketahui

a=ldan r = < sehingga

1 3 3+i _9+3i
“T1-1 3-i 341 10

100. Tunjukkan bahwa i —2i +3i —4i +--- divergen
Penyelesaian :

Diketahui U, =i(-1)"*n dan U, =i(-)"(n+1)

Un+1
U

i(D"(n+D)| _[(n+1) 1) =
e n

n

karena [1+1 2i +3i — 4i +--- divergen

- " \n+1
101. Diketahui Y%, w =+/3 +i. Misalkan U, I CER) L O ) i

n+l

=5 5% 5%
(\/§+I)n+1
3+ _ |3 +i)
|un ‘(J§+|) TlstWEry| | 5|
52
= §+£ = %\/g
5 5
Karena U, ,,|<U,| maka iwﬂ konvergen.
n=1 2
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