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SAMBUTAN DEKAN FKIP UMS 

 

Assalamu’alaikum Warahmatullaahi Wabarakaatuh. 

Syukur Alhamdulillah kita panjatkan ke hadirat Allah SWT yang telah melimpahkan segala 

kenikmatan kepada kita sekalian. Di antara kenikmatan yang telah diberikan kepada kita adalah 

nikmat   kesehatan dan kesempatan sehingga kita dapat mengikuti kegiatan Konferensi Nasional 

Penelitian Matematika dan Pembelajarannya III (KNPMP III) di Fakultas Keguruan dan Ilmu 

Pendidikan Universitas Muhammadiyah Surakarta ini. 

Pada kesempatan ini, saya ingin menyampaikan penghargaan dan ucapan terima kasih 

kepada seluruh Panitia KNPMP III Tahun 2018 yang telah bekerja keras mencurahkan segenap 

pikiran dan tenaga untuk mempersiapkan kegiatan konferensi nasional ini. Secara khusus 

perkenankan saya menyampaikan ucapan terima kasih kepada Dr. Intan Muchtadi, selaku 

Presiden IndoMS yang berkenan menjadi Pembicara Kunci pada kegiatan konferensi ini. Saya 

juga menyampaikan ucapan terimakasih kepada Prof. Dr. H. Zulkardi, MI Komp., M.Sc. dan Prof. 

Drs. Kumaidi, M.A., Ph.D., yang telah berkenan menjadi pembicara utama pada konferensi 

nasional ini.  

Tema konferensi nasional kali ini adalah “Membudayakan Literasi Matematika untuk 

Penguatan Karakter”. Tema ini sangat relevan dengan peran matematikawan dan pendidik 

matematika untuk turut serta membantu menyelesaikan permasalahan-permasalahan yang muncul 

dalam masyarakat. Dengan kegiatan konferensi ini, diharapkan dapat terjalin komunikasi antar 

mahasiswa, dosen, guru, dan praktisi serta pemerhati matematika, mampu  mendorong   untuk 

terus berkarya, melakukan inovasi demi kemajuan bangsa Indonesia. 

Akhirnya saya mengucapkan terima kasih kepada para peserta atas partisipasinya dalam 

kegiatan konferensi ini. Terimakasih. Selamat mengikuti konferensi.  

 

Wassalamu’alaikum Warahmatullaahi Wabarakaatuh. 

 

 

 

         

         Dekan FKIP UMS 

 

 

 

Prof. Dr. Harun Joko Prayitno, M.Hum. 
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PRAKATA KETUA PANITIA 

 

Assalamu’alaikum Warahmatullahi Wabarakatuh 

 Alhamdulillah, syukur yang tak terkira kita haturkan kepada Allah subhanahu wa ta’ala 

atas terbitnya prosiding ini. 

Usaha dalam penguatan karakter di sekolah telah dimulai sejak diterbitkannya Perpres no. 87 

tahun 2017 tentang Program Penguatan Karakter (PPK). Hal ini merupakan bagian dari perubahan 

Kurikulum 2013 sebagai langkah Pemerintah Indonesia yang bercermin dari buruknya hasil PISA 

matematika, sains, dan membaca anak Indonesia. Dalam kerangka yang lebih luas, pembangunan 

karakter peserta didik adalah salah satu cara penguatan revolusi katakter bangsa sebagai bagian 

dari revolusi mental yang termuat dalam nawacita. 

PPK adalah gerakan pendidikan di sekolah untuk memperkuat karakter siswa melalui harmonisasi 

olah hati (etik), olah rasa (estetis), olah pikir (literasi), dan olah raga (kinestetik) dengan dukungan 

pelibatan publik dan kerja sama antara sekolah, keluarga, dan masyarakat (Kemendikbud, 20017). 

Menurut Organisation for Economic Co-operation and Development (OECD 2013) Literasi 

matematika adalah kemampuan siswa untuk merumuskan, menerapkan, dan menafsirkan 

matematika dalam berbagai konteks. Lebih dari sekedar penguasaan materi, tetapi juga 

penggunaan penalaran, konsep, fakta, dan alat matematika dalam menemukan solusi terhadap 

permasalahan matematika sehari-hari. Tak hanya itu, kemampuan untuk mengomunikasikan dan 

menjalaskan fenomena yang dihadapi dengan konsep matematika juga merupakan hal penting 

dari literasi matematika. 

Literasi matematika dan program penguatan karakter telah menjadi dua hal yang perlu 

diupayakan. Program Studi Pendidikan Matematik FKIP UMS peduli dan ingin turut menjadi 

bagian dari usaha tersebut. Dengan mengambil tema membudayakan  literasi matematika untuk 

menguatkan karakter, Program Studi Pendidikan Matematika FKIP UMS menyelenggarakan 

Konferensi Penelitian Matematika dan Pembelajarannya (KNPMP) III pada 24 Maret 2018. 

KNPMP III merupakan wadah untuk mendesiminasikan dan mengomunikasikan hasil-hasil 

penelitian dalam bidang matematika dan pembelajaran matematika yang diselenggarakan tiap 

tahun. 

Hasil diseminasi diterbitkan dalam prosiding ini. Semoga prosiding dapat bermanfaat dan 

memberi kontribusi dalam penelitian, dan pembelajaran matematika utamanya dalam hal literasi 

matematika dan penguatan karakter bangsa. 

 

Wassalamu’alaikum Warahmatullahi Wabarakatuh. 

Surakarta, 24 Maret 2018 

     Ketua panitia 

        

     Nuqthy Faiziyah, M.Pd. 
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Abstrak 

 

Dalam penelitian ini dibahas terbentuknya model penyebaran malaria mengikuti model SIR yang 

terdiri dari tiga kompartemen kelompok susceptible (rentan), kelompok infected (terinfeksi) dan 

kelompok recovered (sembuh). Terlebih dahulu dibentuk model persamaan diferensialnya. Dari 

model ditentukan titik kestabilan dari sistem sehingga diperoleh titik endemik dan titik ekuilibrium 

bebas penyakit. Langkah selanjutnya menggunakan Kendali optimal berupa pengaruh dosis obat  

pada model yang terbentuk  dengan melibatkan Hamiltonian dan maksimum Pontryagin, selanjutnya 

dari model dilakukan simulasi untuk dapat mengetahui pengaruh kontrol obat untuk menentukan 

interval waktu optimum, dan dosis optimal pada model penyebaran malaria yang terbentuk.  
 
 Kata Kunci: 3-5 Hamiltonian;Kendali optimal; dan maksimum Pontryagin. 

 

1. PENDAHULUAN 

Malaria adalah penyakit menular akibat gigitan nyamuk Anopheles 

betina yang mengandung plasmodium. Penyakit ini pertama sekali ditemukan 

oleh Charles Alphonse Laveran pada  tahun 1880 di Aljazair, dalam bentuk  

gametosit plasmodium falciparum (bentuk pisang). Plasmodium tersebut akan 

berkembang biak dalam sel darah manusia. Penyebab penyakit  secara alami 

(natural), melalui gigitan nyamuk anopheles betina. Penyakit ini menyerang 

semua orang baik laki-laki maupun perempuan. Gejala yang timbul setelah 

terinfeksi seperti demam, menggigil, berkeringat, sakit kepala, mual, bahkan 

muntah berdasarkan laporan dari Kementerian Kesehatan Republik Indonesia 

dalam Infodatin Pusat Data dan Informasi (2016). 

Tingkat penularan malaria disuatu wilayah ditentukan, Reservoir, 

dicerminkan oleh prevalensi kasus, Vektor kesesuaian spesies atau strain 

nyamuk anopheles sebagai vektor, tingkat berkembang biaknya, jarak terbang, 

kebiasaan istirahat, kebiasaan makan dan jumlahnya. Hospes manusia baru, 

yang dimaksud adalah adanya kelompok manusia non imun yang masuk 

wilayah endemis, kondisi iklim setempat, kondisi geografis dan hidrografis, 

ditambah dengan aktivititas dan tingkah laku manusia, mempengaruhi tingkat 

penyebaran dan akses mereka kepada tempat-tempat  berkembang dan habitat 

nyamuk-nyamuk anopheles.  Salah satu wilayah yang sesuai untuk tempat 

tersebut adalah daerah  Kalimantan Selatan.  

Kalimantan Selatan juga rawan terhadap penyakit malaria disebabkan 

pekerjaan masyarakatnya masih banyak berada di sekitar hutan seperti pekerja 

tambang, pendulang emas, pencari hasil hutan bahkan yang tinggal ditepi hutan 

berdasarkan laporan Dinas Kesehatan Kalimantan Selatan (2013). Salah satu 

media elektronik lokal (Borneo News, 2014) mengabarkan terdapat dua 

kabupaten yang masuk kategori endemik malaria yaitu Tanah Bumbu dan  

Kotabaru. Sepanjang tahun 2012, dari data Dinas Kesehatan Kalimatan Selatan 

tercatat 9.385 kasus malaria atau sebesar 0,00248% dari jumlah penduduknya. 
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 Pemberantasan malaria selalu dilakukan oleh pemerintah melalui Dinas 

Kesehatan Kalimantan Selatan (2016) dan pencapaiannya sudah mengalami 

peningkatan, namun masih menjadi suatu masalah dan perlu upaya yang lebih 

keras untuk mencapai target bebas malaria 2020. Salah satu cara untuk 

memberantas penyakit yaitu dengan mengendalikanya. Pengendalian tersebut 

dapat dilakukan melalui pemodelan matematika. Ross (1911) pertama kali 

memodelkan penyebaran penyakit malaria menggunakan model matematika 

yang terdiri dari dua kompartemen yaitu manusia yang terinfeksi malaria dan 

nyamuk yang terinfeksi malaria. Kemudian Kermack & McKendrick (1927) 

mengenalkan salah satu model epidemik dasar yaitu SIR. Model ini terdiri dari 

tiga kompartemen yaitu Sucseptible (rentan) selanjutnya menggunakan kontrol 

optimal melalui kendali penggunaan obat. Terlebih dahulu  dipresentasikan 

model matematika terbentuknya penyebaran malaria. Kemudian beberapa 

bentuk ilustrasi model yang akan digunakan sehingga diperoleh kurva dengan 

bantuan aplikasi program Matlab.  

 

2. METODE PENELITIAN 

Penelitian dilakukan dengan kajian literature terkait dengan beberapa  

penelitian sebelumnya terkait tentang pembentukan model penyakit malaria. 

Hasil kajian tersebut menjadi dasar untuk menyusun asumsi awal serta 

penentuan model awal yang dapat diimplementasikan nantinya dengan 

menggunakan uji model sehingga model bersifat valid, akurat dan reliable.  

Selanjutnya menyelesaikan masalah kestabilan dari model dan memberikan 

faktor kendali pada model dengan menggunakan prinsip Pontryagin dengan 

melibatkan fungsi Hamilthonian sehingga diperoleh solusi kontrol dengan  

pemberian obat untuk mencegah penyakit Malaria. 

 

3. HASIL PENELITIAN DAN PEMBAHASAN 

Pada bagian ini akan dibahas tentang pembentukan model matematika 

malaria. Selanjutnya menentukan titik kestabilan, model berikutnya di 

kembangkan dengan menggunakan variable kendali berupa pemberian obat. 

Kemudian beberapa bentuk ilustrasi model yang dipakai dengan menggunakan 

Mathlab. 

 

3.1 Pembentukan Model Penyebaran Malaria 

Penderita penyakit malaria dengan gametosit menjadi sumber penularan 

dengan perantara adalah nyamuk sebagai vektor. Manusia merupakan reservoir 

yang penting,  namun penyakit ini ditularkan melalui gigitan nyamuk anopheles 

betina yang mengandung parasit spesies plasmodium. Kebanyakan berlangsung 

secara alami (natural), yaitu melalui gigitan nyamuk anopheles betina, jarang 

penularan melalui transfusi darah dan atau transplantasi sumsum tulang. 

Apabila  nyamuk  anopheles  betina menghisap  darah  yang  mengandung 

gametosit, kemudian di dalam  tubuh nyamuk terjadi pembuahan yang 

menghasilkan  zigot. Zigot  berkembang menjadi ookinet  kemudian  menembus  

dinding lambung nyamuk.  Pada  dinding  luar  lambung  nyamuk ookinet akan 

menjadi okista dan  selanjutnya menjadi  sporozoit yang bersifat infektif dan 

siap ditularkan ke manusia. Pada saat nyamuk menghisap darah manusia, 
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sporozoid akan masuk ke dalam peredaran darah. Sekitar 9 sampai 14 hari 

sesudah manusia digigit maka muncul gejala malaria.  

Penyakit malaria merupakan salah satu penyakit epidemik dan dapat 

dimodelkan dalam model matematika. Pembentukan model penyebaran malaria 

ini mengikuti model SIR yang terdiri dari tiga kompartemen yaitu : 

1. Kelompok susceptible (rentan) yang selanjutnya dinotasikan dengan 

S(t)  yaitu  jumlah individu yang rentan terhadap penyakit malaria pada 

waktu t . 

2. Kelompok infected (terinfeksi) yang selanjutnya dinotasikan dengan 

I(t) yaitu  jumlah individu yang terinfeksi penyakit malaria pada waktu 

t . 

3. Kelompok recovered (sembuh) yang selanjutnya dinotasikan dengan 

R(t)  yaitu  jumlah individu yang sembuh dari penyakit malaria pada 

waktu t. 

Adapun asumsi-asumsi yang digunakan pada model penyebaran malaria 

adalah hanya terdapat penyakit malaria dalam populasi, Penyakit menyebar 

melalui kontak antara individu dengan nyamuk, Setiap individu yang lahir 

langsung masuk dalam kelompok susceptible, Invividu yang terinfeksi malaria 

dapat sembuh dari penyakit dan dapat mengalami kematian hanya disebabkan  

karena penyakit dan individu yang terinfeksi malaria dapat sembuh karena 

siklus malaria yang singkat dan adanya kekebalan tubuh alami. 

Berdasarkan asumsi-asumsi parameter-parameter yang digunakan pada 

model penyebaran malaria didefinisikan sebagai berikut : 

B : banyaknya kelahiran individu (konstan) 

β : laju penularan penyakit malaria 

α : laju kesembuhan penyakit malaria 

μ     : laju kematian alami 

d : laju kematian karena penyakit malaria 

  Model penyebaran penyakit malaria diperoleh dari sistem persamaan 

diferensial nonlinier sebagai berikut :  

 
𝑑𝑆

𝑑𝑡
= 𝐵 − 𝜇𝑆̇ − 𝛽𝑆𝐼        

  
𝑑𝐼

𝑑𝑡
= 𝛽𝑆𝐼 − (𝛼 + 𝑑)𝐼         

𝑑𝑅

𝑑𝑡
= 𝜆𝐼 − 𝜇𝑅                    (3.1) 

Persamaan (3.1) disebut sebagai  model penyebaran malaria. 

3.2  Analisis Kestabilan Model Penyebaran Malaria 

Model penyebaran malaria ini mempunyai dua titik ekuilibrium, yaitu 

titik ekulilibrium bebas penyakit dan titik ekuilibrium endemik. Berdasarkan 

definisi, titik ekuilibrium persamaan (3.1) diperoleh dari 
𝑑𝑆

𝑑𝑡
= 0  

𝑑𝐼

𝑑𝑡
= 0  

𝑑𝑅

𝑑𝑡
= 0  

dengan demikian : 

𝐵 − 𝜇𝑆̇ − 𝛽𝑆𝐼 = 0                                      (3.2) 

𝛽𝑆𝐼 − (𝛼 + 𝑑)𝐼 = 0                                       (3.3) 

𝜆𝐼 − 𝜇𝑅  = 0                                        (3.4) 
Untuk menentukan titik ekuilibrium, persamaan (3.3) dibentuk menjadi 

𝛽𝑆𝐼 − (𝛼 + 𝑑)𝐼 = 0 diperoleh  I = 0 atau  𝛽𝑆 − (𝛼 + 𝑑) = 0  
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Sehingga diperoleh nilai 𝑆 =

(𝛼+𝑑)

𝛽
         (3.5) 

3.2.1 Titik Ekuilibrium Bebas Penyakit 

Titik ekuilibrium bebas penyakit yaitu suatu kondisi di mana tidak ada 

lagi penyakit yang menyerang atau tidak ada lagi individu yang terinfeksi 

penyakit jika I = 0 disubstitusi ke persamaan (3.2) maka diperoleh : 

B-μṠ -βSI = 0  sehingga diperoleh  Ṡ =
β

μ
.  Kemudian jika  I = 0 disubstitusi 

ke persamaan (3.4) maka diperoleh :  λI-μR  = 0   diperoleh nilai 𝑅  = 0. 

Sehingga diperoleh titik ekuilibrium bebas penyakit yaitu 

𝐸0 = (
𝛽

𝜇
, 0,0).                                  (3.6) 

 

3.2.2 Titik Ekuilibrium Endemik 

Titik ekuilibrium endemik yaitu suatu kondisi di mana penyakit yang 

menyerang masih ada dan masih menyebar. Jika  I ≠ 0                                             

maka    𝛽𝑆 − (𝛼 + 𝑑) = 0                                                     (3.7)  

sehingga nilai   pada persamaaan     𝑆 =
(𝛼+𝑑)

𝛽
              (3.8) 

Kemudian substitusikan persamaan (3.8) ke persamaan (3.2) maka 

diperoleh :  

𝐼 =
𝐵𝛽−𝜇(𝛼+𝑑)

𝛽(𝛼+𝑑)
                                                                  (3.9) 

 Selanjutnya substitusi persamaan (3.9) ke persamaan (3.4) maka diperoleh :  

𝑅 = 𝛼 [
𝐵𝛽−𝜇(𝛼+𝑑)

𝛽𝜇(𝛼+𝑑)
] Sehingga diperoleh titik endemik yaitu 𝐸1 =

 (
(𝛼+𝑑)

𝛽
,
𝐵𝛽−𝜇(𝛼+𝑑)

𝛽(𝛼+𝑑)
,
𝐵𝛽𝛼−𝜇𝛼(𝛼+𝑑)

𝛽𝜇(𝛼+𝑑)
).  

3.2.3 Linierisasi Sistem di Titik Ekuilibrium Bebas Penyakit 

Kestabilan suatu titik ekuilibrium ditentukan dengan melinierisasi  

menggunakan matrik Jacobian. Kestabilan sistem perlu diselidiki untuk dapat 

melakukan kontrol terhadap sistem tersebut. 

Selanjutnya persamaan (3.1) dimisalkan  𝑓1 = 𝐵 − 𝜇𝑆̇ − 𝛽𝑆𝐼                             𝑓2 =
𝛽𝑆𝐼 − (𝛼 + 𝑑)𝐼    𝑓3 = 𝜆𝐼 − 𝜇𝑅       Fungsi 𝑓1, 𝑓2 dan 𝑓3  diturunkan terhadap S 

diperoleh : 
𝜕𝑓1

𝜕𝑆
= −𝛽𝐼 − ì   

𝜕𝑓2

𝜕𝑆
= 𝛽𝐼      

𝜕𝑓3

𝜕𝑆
= 0. Fungsi 𝑓1, 𝑓2 dan 𝑓3  diturunkan 

terhadap I diperoleh :    
𝜕𝑓1

𝜕𝐼
= −𝛽𝑆   

𝜕𝑓2

𝜕𝐼
= 𝛽𝑆 − (𝛼 + 𝑑)      

𝜕𝑓3

𝜕𝐼
= 𝜆 Fungsi 𝑓1, 𝑓2 

dan 𝑓3  diturunkan terhadap R diperoleh :  
𝜕𝑓1

𝜕𝑅
= 0   

𝜕𝑓2

𝜕𝑅
= 0      

𝜕𝑓3

𝜕𝑅
= −𝜇  

berdasarkan proses penururan di atas, dibentuk matriks Jacobian dari 

persamaan (3.1) sebagai berikut : J = [

−𝛽𝐼 − 𝜇 −𝛽𝑆 0
𝛽𝐼 𝛽𝑠 − (𝛼 + 𝑑) 0
0 𝛼 −𝜇

] Persamaan 

karakteristik |𝐽 − 𝜆𝐼| = 0 sehingga diperoleh  
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(−𝛽𝐼 − 𝜇 − 𝜆)[𝛽𝑠 − (𝛼 + 𝑑) − 𝜆](−𝜇 − 𝜆) − 𝜇𝛽2𝐼𝑆 − 𝜆𝛽2𝐼𝑆 = 0                           
untuk menentukan nilai eigen dari model penyebaran malaria di titik 

ekuilibrium bebas penyakit, maka substitusi 𝐸0 = (
𝛽

𝜇
, 0,0)  ke persamaan (3.9) 

sehingga diperoleh persamaan karakteristik dan nilai eigen yang diperoleh dari 

model penyebaran malaria adalah 𝜆1,2 = −𝜇  dan 𝜆3 =  𝛽
𝛽

𝜇
 − (𝛼 + 𝑑). 

Diperoleh  𝜆1,2 bernilai negatif karena kematian alami selalu bernilai positif 

sehingga nilai eigennya negatif, sedangkan   𝜆3  akan bernilai negatif jika 𝛽
𝛽

𝜇
 −

(𝛼 + 𝑑) di mana 𝛽
𝛽

𝜇
  adalah jumlah dari populasi yang terinfeksi artinya ketika 

jumlah populasi terinfeksi lebih kecil daripada jumlah individu yang sembuh 

ditambah individu yang mengalami kematian baik akibat penyakit maka nilai 

eigen bernilai negatif. Sehingga lama-kelamaan sistem akan stabil menuju titik 

ekuilibrium bebas penyakit.  

 

3.2.4 Kendali  Optimal untuk Model Penyebaran Malaria 

Setelah diperoleh sistem stabil selanjutnya permasalahan berikutnya 

adalah melakukan kontrol pada model penyebaran Malaria. Dari sistem 

persamaan dapat dilakukan kontrol optimal untuk pengobatan malaria. Kontrol 

optimal tersebut bertujuan untuk meminimumkan jumlah populasi  retikulosit 

terinfeksi. Meminimumkan jumlah retikulosit yang terinfeksi diberikan 

tindakan kontrol u(t). Kontrol u(t) yaitu upaya untuk mengurangi jumlah 

retikulosit terinfeksi dengan melakukan pengobatan.  Persamaan state yaitu:  

�̇� = 𝑓(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡)  dan �̇� = [
�̇�
𝐼̇

�̇�

]   sehingga diperpleh  �̇� = [
𝐵 − 𝛽𝑆𝐼 − 𝜇𝑆̇

𝛽𝑆𝐼 − (𝛼 + 𝑑)𝐼
𝜆𝐼 − 𝜇𝑅

] 

Yang merupakan model penyebaran malaria sebelum diberi  pengontrol  

u(t). Dengan adanya faktor kontrol u(t) dengan  0 ≤ u(t) ≤ 1, yang berusaha 

mengobati S berupa  jumlah individu yang susceptible berarti sejumlah 

individu yang belum terinfeksi dan rentan untuk terinfeksi.  Pada persamaan Ṡ 
dan 𝐼 ̇ sel retikulosit  yang diinfeksi nyamuk disimbolkan dengan 𝛽𝑆𝐼. Variabel 

kontrol 𝑢(𝑡) berupa obat malaria diberikan ketika tubuh manusia diserang 

nyamuk dan sel retikulosit mulai terinfeksi. Pada kasus ini, efesiensi obat 0 ≤ 

u(t) ≤ 1,  berarti menyatakan rentang banyaknya  sel retikulosit yang akan 

diberikan perlakuan obat sehingga memberikan perubahan pada penyakit 

ataupun tidak memberikan perubahan pada penyakit. Kemudian, untuk 

mengetahui nilai 𝑢(𝑡) yang optimal maka nilai pengontrol adalah 1 − 𝑢(𝑡) 

sehingga perubahan model setelah diberi pengontrol sebagai berikut:  
𝑑𝑆

𝑑𝑡
=

𝐵 − 𝜇𝑆̇ − 𝛽𝑆𝐼(1 − 𝑢(𝑡) )                             
𝑑𝐼

𝑑𝑡
= 𝛽𝑆𝐼 − (𝛼 + 𝑑)𝐼(1 − 𝑢(𝑡) )        

𝑑𝑅

𝑑𝑡
= 𝜆𝐼 − 𝜇𝑅       

dengan kondisi batas  t0 < t < t1  dan  0 ≤ u(t) ≤ 1   

Dengan  adalah waktu awal,   t1 adalah waktu akhir, 𝑥(𝑡) adalah 

variabel state (keadaan) dan u(t) adalah variabel kontrol. Persamaan fungsi 
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 objektif dinyatakan sebagai sistem dari keadaan awal ke keadaan akhir, 

Sehingga persamaan fungsi objektif  adalah sebagai berikut : 

   J =  minu ∫ (A + C1u
2)

t1 

to
+ dt    

di mana 𝐴𝑖 adalah konstata bobot yang bersesuaian dengan sel retikulosit 

terinfeksi. Kuadratik biaya dari variabel kontrol dipilih untuk memperhatikan 

kerugian yang diakibatkan oleh efek samping atau over dosis dari variabel 

kontrol itu karena makin banyak dosis obat berarti makin besar biaya demikian 

juga sebaliknya, dan C1 adalah konstanta positif yang disesuaikan dengan 

kuadrat kontrol untuk menyeimbangkan ukuran suku-sukunya. Fungsi obyektif  

J(u) ini memberi perlakuan dosis obat yang  bertujuan meminimalkan jumlah 

sel retikulosit yang terinfeksi. 

Pada persamaan terdapat dua persamaan yang dipengaruhi oleh �̇� dan İ. 

Pada persamaan �̇� dan İ sel retikulosit  yang diinfeksi nyamuk disimbolkan 

dengan 𝛽𝑆𝐼. Variabel kontrol u(t) berupa obat malaria diberikan ketika tubuh 

manusia diserang nyamuk dan sel retikulosit mulai terinfeksi.  

Masalah minimisasi dengan performance functional atau fungsi tujuan 

berbentuk J(u) dapat diselesaikan dengan prinsip maksimum Pontryagin yaitu 

terlebih dahulu diubah ke dalam bentuk masalah memaksimalkan J*(u) dengan 

J*(u) = - J(u). Dimana  fungsi f  dan 𝜆  adalah menghubungkan dengan fungsi 

konstrain dari persamaan differensialnya. Kemudian solusinya akan 

dihubungkan dengan prinsip Pontryagin maksimum . 

   Pada dasarnya prinsip maksimum Pontryagin memiliki titik tekan pada 

syarat perlu untuk optimalitas dalam menyelesaikan permasalahan kendali 

optimal. Konstruksi awal permasalahan kendali optimal pada teorema utama 

prinsip maksimum Pontryagin ini adalah permasalahan kendali optimal dengan 

waktu akhir ditentukan (priori fix) dan keadaan akhir yang tidak ditentukan 

(not priori specified). Dilakukan langkah menentukan fungsi Hamiltonian yaitu 

sebagai berikut: 

𝐻(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝜆(𝑡), 𝑡) = 𝐿(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡) + 𝜆(𝑡)𝑓(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡) 

 = (𝐴𝑖 + 𝐶1𝑢1
2) + 

                                               (𝜆1 𝜆2 𝜆3) [

𝐵 − 𝜇𝑆̇ − 𝛽𝑆𝐼(1 − 𝑢[(𝑡)]

𝛽𝑆𝐼 − (𝛼 + 𝑑)𝐼(1 − 𝑢[(𝑡)])

𝜆𝐼 − 𝜇𝑅
] 

Langkah selanjutnya variabel kontrol dan variabel state masing-masing adalah 

𝑢∗(𝑡)  dan 𝑥∗(𝑡)  harus memenuhi : 
𝜕𝐻

𝜕𝑢
= 0 sehingga  diperoleh 2𝐶1𝑢𝑡 +

𝜆1(𝛽𝑆)𝐼 − 𝜆2(𝛽𝑆)𝐼 + 𝜆2(𝛼 + 𝑑)𝐼 = 0. Dan  diperoleh   𝑢𝑡 =
(𝜆2−𝜆1)(𝛽𝑆𝐼)−𝜆2(𝛼+𝑑)𝐼

2𝐶1
 𝑢𝑡   yang diperoleh secara optimal nilainya dapat  

dinyatakan sebagai 𝑢∗(𝑡) . Diperoleh nilai 𝑢∗(𝑡)  diperoleh menjadi   𝑢∗𝑡 =
(𝜆2−𝜆1)(𝛽𝑆𝐼)−𝜆2(𝛼+𝑑)𝐼

2𝐶1
 .  

Sehingga diperoleh kemungkinan sebagai berikut: 
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u*t = 

{
 
 

 
 
(λ2-λ1)(βSI)-λ2(α+d)I

2C1
                    jika 0 <

(λ2-λ1)(βSI)-λ2(α+d)I

2C1
< 1

0 ,                                            jika 
(λ2-λ1)(βSI)-λ2(α+d)I

2C1
≤ 0

1                                            jika 
(λ2-λ1)(βSI)-λ2(α+d)I

2C1
≤ 0

 

Kemungkinan kedua pada perhitungan didapatkan nilai u*(t)  pada kasus ini 

kerja obat tidak optimal dengan batasan 0 ≤ u*(t) ≤ 1  sehingga nilai u*(t)=0. 

Kemudian, kemungkinan ketiga pada perhitungan didapatkan nilai u*(t)   dalah 

pada kasus ini perhitungan melewati ambang batas pemberian obat yaitu 0 ≤ 

u*(t) ≤ 1   sehingga nilai u*(t) = 1. 

Selanjutnya, dari ketiga kemungkinan nilai u*(t) yang diperoleh maka dapat 

ditentukan nilai u*(t)  yang optimal pada langkah ketiga. Sehingga diperoleh  

 

u*t = min(max((0,
(λ2-λ1)(βSI)-λ2(α+ d)I

2C1
) , 1 )) 

             

Berdasarkan kasus ini u*(t)  pada persamaan di atas merupakan u*(t) optimal 

menyatakan maksimal dari kerja obat dengan pemberian obat yang minimal. 

Kemudian, langkah selanjutnya adalah menyelesaikan persamaan state karena pada 

bentuk pengontrol u*(t)  mengandung variabel state (S,I,R) yaitu sebagai berikut: 

 �̇�∗ = 
𝜕𝐻

𝜕𝜆
 sehingga diperoleh persamaan state yang optimal : 

�̇� =
𝑑𝑆

𝑑𝑡
= 𝐵 − 𝜇𝑆̇ − 𝛽𝑆𝐼(1 − 𝑢∗[(𝑡)]) 

𝐼̇ =
𝑑𝐼

𝑑𝑡
= 𝛽𝑆𝐼 − (𝛼 + 𝑑)𝐼(1 − 𝑢∗[(𝑡)]) 

                                            �̇� =
𝑑𝑅

𝑑𝑡
= 𝜆𝐼 − 𝜇𝑅 

  

Selain variabel state juga terdapat variabel costate ( 𝝀1, 𝝀2 dan 𝝀3)  pada 

bentuk pengontrol u*(t), maka perlu diselesaikan persamaan costate untuk 

mendapatkan persamaan costate yang optimal. Sehingga costate dari 

persamaan adalah : �̇�∗ = 
𝜕𝐻

𝜕𝑥
 

        𝜆1  (𝐵 − 𝜇𝑆̇ − 𝛽𝑆𝐼(1 − 𝑢[(𝑡)]) + 𝜆2(𝛽𝑆𝐼 − (𝛼 + 𝑑)𝐼(1 − 𝑢[(𝑡)])) + 𝜆3(𝜆𝐼 − 𝜇𝑅) 

𝜆1̇ = −(1 − 𝜆1𝑘 − 𝜆1𝛽𝐼 + 𝜆1𝛽𝐼−𝜆2𝛽𝐼𝑢[(𝑡)]) 

                                       𝜆2̇ =
𝜕𝐻

𝜕𝐼
= −(−𝜆2𝛽 + −𝜆3𝛾) 

                                       𝜆3̇ =
𝜕𝐻

𝜕𝑅
= −(𝜆1𝛼𝑆 − 𝜆1𝛼𝑆𝑢 + 𝜆2𝛼𝑆𝑢[(𝑡)])− 𝜆3𝑘 

Kemudian, mensubtitusikan persamaan u*(t) yang telah diperoleh ke 

dalam persamaan state untuk memperoleh bentuk solusi yang optimal. Berikut 

hasil sistem persamaan optimal yang didapatkan: 

�̇� = 𝐵 − 𝜇𝑆 − 𝛽�̇�𝐼 [𝑚𝑖𝑛(𝑚𝑎𝑥((0,
(𝜆2 − 𝜆1)(𝛽𝑆𝐼)− 𝜆2(𝛼+ 𝑑)𝐼

2𝐶1
) , 1 ))] 
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�̇� = 𝛽𝑆𝐼 − (𝛼+ 𝑑)𝐼 [𝑚𝑖𝑛(𝑚𝑎𝑥((0,

(𝜆2 − 𝜆1)(𝛽𝑆𝐼)− 𝜆2(𝛼+ 𝑑)𝐼

2𝐶1
) , 1 ))] 

       �̇� = 𝜆𝐼 − 𝜇𝑅      
 Berdasarkan uraian maka diperoleh, untuk mendapatkan S, I dan R 

dari bentuk u*(t) yang optimal maka perlu menyelesaikan persamaan state dan 

costate . 

3.2.5  Ilustrasi Numerik 

Pada bagian ini terdapat sebuah kasus ilustrasi numerik, dengan data 

merujuk pada  [Makinde]. Berikut adalah grafik-grafik yang memperlihatkan 

pengaruh vaksinasi pada masing-masing kompartemen terhadap waktu. 

 

 

 

Pada gambar 1 jumlah suspectibel  semakin berkurang dengan diberikan 

vaksin kontrol, sehingga ada perbedaan pada Individu Suspectible tanpa 

dengan adanya vaksinasi. 

 

 

 

Pada gambar 2 jumlah Individu Infected  semakin berkurang dengan 

diberikan vaksin kontrol, sehingga ada perbedaan pada Individu Infected tanpa 

dengan adanya vaksinasi. 

 

Gambar 1. Pengaruh Vaksinasi pada Individu Susceptible 

Gambar 2. Pengaruh Vaksinasi pada Individu Infected 
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Pada gambar 3 jumlah Individu Recovered semakin berkurang dengan 

diberikan vaksin kontrol, sehingga ada perbedaan pada Individu Recovered 

tanpa dengan adanya vaksinasi. 

 

4.  SIMPULAN 

Berdasarkan hasil dan pembahasan dari penelitian ini maka dapat 

ditarik kesimpulan sebagai berikut : 

Solusi Kontrol optimal model malaria dapat diselesaikan dengan 

Pontryagin Maksimum. Kondisi awal yang mewakili sel retikulosit dan jumlah 

populasi sel retikulosit sangat berpengaruh terhadap  jumlah dosis obat 

(kontrol) yang diberikan, semakin besar jumlah populasi sel retikulosit yang 

diberikan maka semakin besar pula  jumlah dosis obat  yang akan diberikan.  

Sehingga interval waktu yang diperlukan bagi dosis obat untuk bereaksi atau 

bekerja dalam menghambat pertumbuhan sel retikulosit sangat dipengaruhi 

oleh jumlah populasi sel retikulosit dan jumlah dosis obat yang diberikan. 
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